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--अ्रपनी बात 


पुस्तक का वत्तंमान संस्करण पूर्ण रूप से निर्धारित सिलेबस के 
अनुसार है और इस संस्करण में पिछले संस्करण की अपेक्षा कोई विशेष 
परिवत्तंन नहीं किया गया है। TERT सुधार की ओर विशेष ध्यान 
दिया गया है और साथ-साथ नवींनतम यूनिवर्सिटी तथा वोड में पूछे: 
गये प्रश्नों का समावेश भी किया गया है। ः 


अन्त में म॑ इष्ट मित्रों को अपनी कृतज्ञता प्रकट करता हूँ । 


7-2-72 लालजी प्रसाद 
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कोणों की माप 


अध्याय १ 
MEASUREMENT OF ANGLES 


1. 1. विषय प्रवेश (Introduction ) - त्रिकोणमिति शब्द, तीन शब्दों से 
बना है, त्रितीन), कोण (कोण) और मिति (माप) 1 इसलिए त्रिकोणमिति का 
शाब्दिक अथं हुआ “तीन कोणों की माप” । किन्तु तीन कोणा वाले क्षेत्र त्रिभुज 
होते हैं, इसलिए त्रिकोणमिति का अर्थं हुआ “त्रिभुज की माप” का अध्ययन | 
त्रिभुज में तीन чето होती हैं और तीन कोण होते हैं । ये भुजायें या ये कोण 
किस तरह निकाले जाते हैं या उन भुजाओं और कोणों- में क्या पारस्परिक 
सम्बन्ध है; यह त्रिकोणमिति का विषय है 1 त्रिभुज से सम्बन्धित, चतुभुज, 
वृत्त आदि भी हैं इसलिये त्रिकोणमिति में हम इनका भी अध्ययन करते हैं । 
त्रिकोणमिति का इतना विस्तार हो चुका है कि गणित की कोई शाखा इससे 
छुटी हुई नहीं है । सबसे पहले त्रिकोणमिति में हम त्रिकोणमितीय निष्पत्तियों 
(Trigonometrical ratios) का अध्ययन करते हैं जिन्हें त्रिकोणमितीय श्रित 
(function) भी कहा जाता है और ये निष्पत्तियाँ किसी भी माप के कोणों से 
सम्बन्धित हैं । ये निष्पत्तियाँ क्या हैं, इसका वर्णन हम बाद में करेंगें। पहले 
हम यह जान लें कि कोणा किसे कहते हैं और वह किंस तरह नापा जाता' है । 
| 1.2. कोण (47।९)-रेखागणितत से हम जानते हैं कि दो सरल रेखाओं † 
के मिलने से जो झुकाव Чат होता है उस चित्र (18) को कोण कहते हैं। इन 
रेखाओं की भिन्न-भिन्न स्थितियों के कारण न्यूनकोण,' समकोण, अधिककोख 
आदि कोण का विभाजन किया जाता हे ॥ इस तरह रेखागणित में उन कोणो के 
बारे में अध्ययन, है.जो 360° से.कम हैं और जो हमेशा धनात्मक (positive) 
ёл ऋणात्मक (negative) कोणों का. रेखागरिएत में कोई अथं नहीं है | 

लेकिन त्रिकोणमिति के काम के; लिहाजन, कोण का यह अथं पर्याप्त रूप 
से व्यापक नहीं हैः। रेखागणित की तरह त्रिकोणमिति में भी कोण की 


(त आधुनिक ज्याभिति में इन रेखाओं को किरण (rays) कहते है जिसका _ zi 
एक К स्थिर रहता है और दूसरा छोर अनन्त तक फँला हुआ | 
रहता ; š | 


سا کے مھ اع سے ے ماھ کا ME‏ 
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स्थिर रहती है और दूसरी सरल रेखा उस विन्दु के चारों ओर जहाँ वह पहले 
रेखा से मिलती है, चक्कर लगाकर कोणा बनाती Š 1 स्थिर रेखा को आई 
रेखा (Initial line) और घूमने वाली रेखा को परिभ्रमण रेखा (Revolving) 
line) या सिर्फ भ्रमण रेखा कहते हैं और जिस बिन्दु के चारों तरफ चक्कर 
लगाया जाता है उसे मूल बिन्दु (vertex या origin) Tad हैं । भ्रमण रेखा को 
न्रिज्यक रेखा ( Radius vector) भी कहते हैं । | 
परिश्रमण की किसी स्थिति में जब भ्रमण रेखा किसी जगह पर चली 
जाती है तब वह अन्तिम 
स्थान (terminal position) 
कहलाती है | वाई айса 
चित्र देखिये । यहाँ पर परि 
भ्रमण रेखा आदि स्थान (Ini 
tial position) ОХ से शुरू 
होकर स्थान OP, OQ, OR 
और OS पर घूम कर 9 

जाती है और क्रमशः कोण ХОР, 20९, KOR और XOS बनाती है । 
- 1.3. कोणों का चिह्न (Sign of Angles) | 
त्रिकोणमिति में (+) धन और (—) ऋण के चिन्हों का निर्णय पुरानी 

प्रथा. पर ही आधारित है 1 अगर भ्रमणा रेखा घड़ी की सुई की अनुकूल दिशा 
(clockwise direction ) में चळे, तो ऋणपात्मंक (negative) कोण. बनता! 
है और यदि भ्रमणा रेखा घड़ी की प्रतिकूल दिशा (Anti-clockwise dire 
tion) की ओर चले तो धतात्मक (positive) कोण बनता Š 1 1 


AET : नोट :--भ्रमण रेखा किस दिशा û 
~ 7 घूमती है, उसका बोध चक्राकार а 
( arrow ) द्वारा सूचित किया 


ग हैं। धारा 1.2 के चित्र में जो भी 
Е दिखलाये गये हैं वे सब т > 
विपरीत दिशा वाले कोण ₹ 
? होंगे जेसे कि बगल वाले चित्र में । 
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लौ. 1.4. कोणों का अनगिनत माप 

“भ्रमण रेखा किसी बिन्दु के चारों ओर घड़ी की अनुकूल या विपरीत दिशा 
क्र में अनगिनत बार घूम कर किसी भी मान (magnitude) का कोण, चाहे 
को -धनात्मक हो या ऋणात्मक, बना सकती Ë | इस प्रकार त्रिकोण मिति में कोण 
“या तो धनात्मक होंगे या ऋणात्मक और उनका कोई भी मान हो सकता है 1 


3 मान लिया कि OX आदि 

n). रेखा और OP भ्रमण रेखा है। 

का, 'मान लिया कि / ХОР = 6 © 

9 

A अर्थात्‌ जव भ्रमण रेखा आदि रेखा ОХ से शुरू होकर विपरीत दिशा में घूम 
Е “कर ОР स्थान पर चली आती है तब / XOP=0 बनता है। 


ह हाँ पर यह बताना आवश्यक हो जाता है कि एक पूर्णं चक्कर (complete 
ली evolution) किसे कहते हैं। जब कोई भ्रमण रेखा किसी आद्वि स्थान से शुरू 
{| होकर उसी स्थान पर चली आती Ë तो एक पूर्ण चक्कर बनता है। जैसा ऊपर 
-के चित्र में अगर भ्रमण रेखा OP, OX से शुरू होकर विपरीत या अनुकूल 
“दिशा की ओर चलकर ОХ से फिर एकाकार हो जाय तो एक पूर्ण चक्कर बनेगा 
शा और एक पुणे चक्कर में जितना कोण बनता है उसे 360 डिग्री (360°) 
यता. या चार समकोण कहते Š | > 

इस प्रकार भ्रमण रेखा ОР, अगर एक पूर्ण चकर लगाने % बाद. फिर 
' “ОР स्थान पर चली भाती है तो कोण 360°+0 बनता है, эх दो पूर्ण चक्कर 
| लगाने के बाद ОР स्थान पर चली आती है तो कोण 2х360°--0 यानि 
7720°-Ь बनता है इत्यादि | 

अगर भ्रमण रेखा ОР अनुकूल दिशा .में घुर्मे तो एक पुणं चक्कर इत्यादि 
में जो कोण बनेगा उसका मान क्रमश:--360०--6, - 720° इत्यादि होंगा। 


इस प्रकार हमने देख लिया कि अंगर OX आदि स्थान है, ОР अन्तिम ` 
स्यान है तब इम अन्तिम स्थान पर अनेकों तरह से पहुँचा जा सकता है भर्थात्‌ |, 
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से प्रारम्भ कर विपरीत दिशा में 6 कोण घूमकर या ऊँ से प्रारम्भ कर अनु- 
कूल दिशा में -360°+0 घूमकर या X से प्रारम्भ कर अनुकूल या विपरीत | 
दिशा में जितना वार चाहें उतना वार पूर्ण चक्कर के बाद X पर पहुंचकर, 
तव कोण 0 घूमकर, अन्तिम स्थान OP पर पहुंचा जा सकता है। इस प्रकार | 
के सभी कोण aafaa कोण (co-terminal angles) कहलाते हैं। WA 
समस्थित कोणों के लिए एक व्यापक व्यंजक (General expression) हे. 
%,360"--6 अर्थात्‌ 2-0, जहाँ कि n=0, +1, +2, ॐ3......कयोंकि इस | 
व्यापक सूत्र में ४:८0, »=1, n=—1; n=2 इत्यादि देने से कोण का विशेष 


मान “मिल जायेगा । व्यावहारिक सवालों में जिन कोणों को मान चाहे वह । 
घनात्मक हो या ऋणात्मक, 360° से ज्यादा हो उसे 360° से भाग देते हैं। | 
भाग देने पर जो भागफल मिलेगा वह यह सूचित करता है कि आदि रेखा के 
चारों ओर कितनी बार चक्कर लगेगा और जो शेष ачат वह समस्थित कोण | 
का न्यूनतम माप देगा । उदाहरण के लिये, | 


—1410° = —{3 х(360°)--330°} 


= (3) × (— 360°)— 330° | 

= - 330० | 

991: —1410° तक पहु चने के लिए घड़ी की अनुकूल दिशा में 3 बार चक्कर | 
लगाना होगा और इसका स्थान वही होगा जो -330° का है। _ | 
1.5. qra (Quadrants) : हम ऊपंर देख चुके हैं कि पूर्ण चक्कर में | 
जितना कोण बनता है उसका मान 360" के बराबर होता है अर्थात्‌ एक चौथाई, 
चक्कर में जितना कोण बनता है. उसका मान 90° या एक समः | 
होता है। | 


72775 5 ` rf 


समकोण के 


Wa यदि आदि रेखा XOX! पर एंक उदग्र रेखा (vertical line ) 
OY खींची जाये तो पुरा समतल चार बराबर भागों में बॅट जाता है जिसमे 
हरेक को पाद ( Quadrant ) कहते हैं और हरेक पाद का विस्तार 90° क 
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: ] -2т0 से -860 58 
к | Хх X7 ЖЄ] x 
; | ad ñ 210 तफ 70 सै 3167 तक AG 
ӯ m u H N 
[ | lyi y! 
š (चित्र D (चित्र ID 
: क्षेत्र XOY को प्रथम पाद, ҮОХ' को Еа पाद, XOY’ को तृतीय 
‚ m और Y'OX को चतुथ पाद कहते हैं। अब देखना है कि हरेक पादों में 
‚ їшї का विस्तार कहाँ से कहाँ तक है | 
Е, Case І (दशा 1). जब कि कोणों की माप घड़ी को विपरीत दिशा में 
| इस दशा में सभी कोण धनांत्मक होंगे। अब किस पाद मे.कोण का कौत सा 
| “विस्तार होगा, वह नीचे की तालिका में दिया गया है :— 
| प्रथम पाद... 0९ से -90° तक 
| द्वितोय पाद... 90° से 180° तक 
| तृतीय पाद... 180°से °’ 270° तक ` 
| : चतुर्थं पाद... 270" से 360° तक ч 
र्‌ यह चित्र (D में दिखलाया गया है | 
| 3z Case II (दशा ID. जब कि कोणों को माप घड़ी की अनुकूल दिल्यास 
| š 1 { Í zg 
| : 
i इस दशा में सभी कोण ऋणात्मक होंगे। यह याद रहे कि हरेक पाद का 
ई' विस्तार 90° का होता है। Tf हम OX से शुरू होकर घड़ी की अनुकूल 
й दिशा में चलते हैं इसंलिए सबसे पहले चतुर्थ पाद मिलेगा, उसके बाद तृतीय 


Í pi 
| `पाद, उसके बाद द्वितीय पाद और अन्त में प्रथम पाद। अतः किस पादमें _ 
| "कोण का कौन सा विस्तार होगा, वह इस प्रकार है — | 


चतुथ पाद 0° से —90° तक धक r 
तृतीय पाद... -90°से  -180°तक [|| 
द्वितीय पाद... =-180°से . —270 am 
प्रथम पाद... -270°से _, 273600 


यह्‌ चित्र (П) में दिखलाया गया है।' | 


м 
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स्मरणीय :--सभी ऋणात्मक कोणों को धनात्मक कोणों में वदला जा सकता' | 
है और यह पता लगाया जा सकता है कि वह किस पाद में है! उदाहरण | 
के लिये, मान लो कि -40° को धनात्मक कोण में बदलना है। इसके लिए,. | 
हम देखते हैं कि यह कोण चतुर्थ पाद में है और चू कि एक चक्कर में 360° कोण | 
बनता है, इसलिए घड़ी की विपरीत दिशा में वह 360°—40° = 320° काः | 
कोण बनेगा । अर्थात्‌ 
संकेत में — 40°= 360° 40° = + 320° (चतुर्थं पाद) 
इसी प्रकार -240°=360°-240°= +-120° (द्वितीय पाद), 
—780°=2%(—360°)—60° 
=-60° 
=360° — 60° = 300° (चतुर्थ पाद) 
- 1410°=3 %(—360°) – 330° 
= —330°=360° - 330° 
=30° (प्रथम पाद) इत्यादि | 
' श्रमण रेखा किसी भी चिन्ह का या किसी भी मान का कोण क्यों न बनायें, | 
सभी कोण इन्हीं चारों पादों में से किसी एक ही में होंगे । इन पादों की आधार । 
शिला एक पद्धति है जिन्हें काती य नियामक पद्धति (Cartesian co-ordinate- 
, System) कहते हैं जिसका वर्णन हम दूसरे अध्याय में करेंगे। | 
з кы कोण एक ही पाद में होते हैं और एक ही दिशा की ओर | 
те! | 


| 
| 
| 
j 


| 
| 
І 
} 


साधित उदाहरण 
उदाहरण 1. बताइये कि 960°, - 1120°,1485° के कोण किस पाद में Š / 


2 960° उस पाद में हुँ जिस पाद में 240° | 


हमें 960°=360°2-+-240° | 
अर्थात्‌ 960° तृतीय पाद में g. | 
फिर, - 1120°=360° x (—3) - 40° 

न - 1120० उस पाद में ह जिस पाद में-40° हैं 
अर्थात्‌ ` — 11200 चतुर्थ पाद में है । 

और 1485023600 ५4-45० 

.. 1485° प्रथम पाद में है। _ 
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उदाहरण 2. साबित कीजिये कि 400°, 7600, —1040° aafaa कोणों 
के एक ही परिवार में है । 


यहाँ, 400? = 360°-+ 40° 
760° = 36024 2-- 400 
और - 10409=360° x(—3)+-40° 


इन तीनों कोणों के एक हो रॅखोय कोण 40° है, इसलिए ये सभी समस्थित 
कोण हैं और इनका परिवार 360° %#+-40° है। ` 


EXAMPLE 1 
1. नीचे दिये हुये कोणों को बताइये कि वे किस पाद में हैं । 
276°, 460°, —780°, —1565°, 1775? 
2. साबित कीजिये कि नीचे दिए हुए कोण समस्थित ë 1 
(0 435°, 795°, —645°, 1155°, —1005° 
(ii) 481°, 841°, —239°, —959°, 15610 
3. 800° से बड़ा, वह कौन सबसे छोटा कोण है जो समस्थित कोणों के 
उसी परिवार का है जिसका कि 333° है। 
4. 1000" से छोटा वह कौन सबसे बड़ा कोण है जो समस्थित कोणों के 
उसी परिवार का है जिसका कि-654° है। 
5. —1000° से 1000" के बीच उन सभी कोणों को बताइये, जो समस्थित 
कोणों के उसी परिवार का है जिसका कि -420° है। 
1.6. कोणों की माप ( Measurement of angles ) :— 
कोणों की माप के लिए मुख्यतः तीन पद्धतियाँ हैं :— 
Gi) षटदशांशक पद्धति ( Sexagesimal System ) 
(ii) आातांशक पद्धति (Centesimal System) 
और (Ш) वृत्तीय पद्धति (Circular System) 


WA षट्दशांशकःपद्धतिः 
इस पद्धति में एक समकोण को 90 बराबर-बराबर हिस्सों में aler जाता है 


ER 
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इसे रेडियन पद्धति (Radian measure) भी कहते हैं | го 


जिसमें हरेक को -अंश (degree) कहते हैं। हरेक अंश 9.60 बरावर-बरावर _ | 


ЕРЕ 


Ss 


+ 
141 


निष्पत्ति अर्थात्‌ परिधि : 
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हिस्सों में वाँटते हैं जिसमें हरेक को मिनट (minute) कहते हैं और हरे 
मिनट को 60 बरावर-वरावर हिस्सों में वाँटते हैं जिनको सेकण्ड (second) 


कहते हैं | 


अंश, मिनट और सेकण्ड а" निशान क्रमशः (°), (), ( ) हैं। इस प्रकार | 
॥ समकोण=99 अंश (90°) | 
1 अंश=60 मिनट (60) | 
और 1 भिनट=60 सेकण्ड (50) | 
पद्धति वहत जमाने से चली आ रही है। इसे सामान्य या अंग्र जी чай 
(common or English.system) भी कहते हैं । 
(i) maina पद्धति 
इस पद्धति में एक समकोण 100 बराबर-बराबर हिस्सा में बांटा जाता है 
जिनमें हरेक को ग्र ड (F) कहते हैं । प्रत्येक ग्र 100 मिनटों (') में बाटा जाता 
है और प्रत्येक मिनट 100 सेकण्डों (”) में । 
इस प्रकार 


1 समकोण -_ 100 ग्रेड (1005) 
1 ग्रड= 100 मिनट (100°) | 
और 1 भिनट=100 सेकण्ड (100 '”) | 
यह पद्धति फ्राँसीसी पद्धति भी कहलाती है और साधारणतः इसका प्रयोग, 
बहुत कम है । | 
नोट :--षटदशांशक पद्धति के जो मिनट और .सेकण्ड हैं वे वह: नहीं हैं ў 
शतांशक पद्धति के हैं । | 
(HD वृत्तोय पद्धति : # संकेत 
इस पद्धति का परिचय देने के पहले वृत्त की परिधि और उसके व्यास कें. 
सम्बन्ध का ज्ञान होना आवश्यक है। हम मान लेते हैं कि पाठकगण इस 


सम्बेन्ध से वाकिफ हैं, इसलिए बिना साबित किये हुये ही उस सिद्धान्त (ro 
position) को यहाँ दुहरा दिया.जाता है | 


| 
| 


अथं यह हुं कि वह निष्पत्ति वृत्त के आकार पर == यह 
व्याल एक अपरिमेय संख्या ( irrational- numbei 
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है और सांकेतिक रूप से इसे TF अक्षर 7 (पाई) द्वारा व्यक्त करते हैं। 7 का 
संख्यात्मक मान पूरा पूरा नहीं निकाला जा सकता है और न इसे हम (surd) 
के द्वारा जाहिर कर सकते हैं। लेकिन इसका मान विभिन्न तरीकों द्वारा अनन्त 
श्र णी (Infinite series) की सहायता से, जितने भी शुद्ध दशमलव अंक तक 
चाहें, निकाला जा सकता है। 


a Ç अंक 22 
संक्षेप में # का सन्निकट मान (approximate value) दो अंकों तक ТЕ 


के बराबर है, इससे भी अधिक यथार्थ मान 255 हैं जिससे 7 का मान 6 शुद्ध 


दशमलव स्थान तक («ат | 
т का मान 6 शुद्ध दशमलव स्थान तक 3'141592 है 


परिधि 
€ — = 
नो तारक т 


> परिचि = 7 % व्यास 
=2 x asar (*." व्यास =2 त्रिज्या) 
1.7. वृत्तीय या रेडियन माप ( Circular or radian measure ) 
कोण-मापण की इस पद्धति में इकाई को रेडियन कहते हैं। 
परिभाषा :-रेडियन वह कोण है जिसको एक चाप, जिसकी लस्बाई वृत्त 
जही त्रिज्या के बराबर है, किसी वृत्त के केन्द्र पर बनाता है । 
मान लिया कि ABC कोई एक 


जिसका केन्द्र 0 है और 04 


कोई त्रिज्या =7 है 1 
मान लिया कि АВ, ач का कोई 


चाप है जिसकी लम्बाई वृत्त की बिजया 


т के बराबर Š | З 
तब परिभाषा के अनुसार Z АОВ =1 radian, जिसको बहुधा 1° से 
सूचित करते हैं । | ERT, 

1.8. सिद्ध करना है कि रेडियत एक अचळ कोण है । ў sss 
(To prove that radian is 6 constant angle) а а 


(धारा 1.7 का चित्र देखिये) бе 


БЕ 


< 
z 
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मान लिया कि ABC कोई एक वृत्त है जिसका FE OF और जिसकी 
त्रिज्या A0=7 है। मान लिया कि AB, वृत्तका कोई चाप है जिसकी 
लम्वाई वृत्त की त्रिज्या / के वरावर É | | 
АО को बढ़ाया जो परिधि से € विन्दु पर मिलता ё 1 ज्यामिति से हमः | 
“जानते हैं कि किसी एक ही वृत्त या वृत्तों के केन्द्र पर के कोण और उनसे कटे हुए. | 
चाप समानुपाती में होते ë । 
/_AOB चाप AB 


ऋजुकोण АОС ~ चाप АС ° | 
या “308. _ r 
2 समकोण aa परिधि 
ат L АОВ = 2 समकोण 
пт 
या 1 रेडियन = 2 समकोण = ДЕШ 
т т 


चू 180° का मान निश्चित है और ( जैसे कि हम धारा 1.6 में देख चुके: | 
©) т भी एक अचल संख्या है; इससे यह फल निकलता है कि रेडियन भी एक: | 
अचल कोण है और चाहे हम कोई भी वृत्त क्यों न लें उसके मान में कोई फर्क | 
नहीं पड़ता है | | 


उपसाध्य : 7 रेडियन= 180° 


नोट : - (i) च कि रेडियन एक अचल कोण है और किसी इकाई को मानने 


से पहले यह आवश्यक है कि वह एक अचल संख्या हो इसलिये गणित ЗЇ 
का बहुत महत्त्वपुणं स्थान है। Ë 


कोण-मापण की यह पद्धति इतनी प्रचलित है कि व्यवहार में चिन्ह ०' कोः 
छोड़ देते हैं। इस प्रकार 3 radians वाले कोण को केवल 3 ही लिखते हैं और 
ग" की जगह केवल ग ही लिखते Š | इस प्रकार हम धारा 1.8 के परिणाम | 
को इस तरह लिखते हैं 180°=7°- ग | ध्यान से याद रखने की बात है कि 
अगर किसी इकाई का जिक्र न हो तो यह मान लेना चाहिए कि कोण रेडियन | 


माप में है। जंसा ऊपर के सम्बन्ध में यानि 180० т Ўт 

А o र = के आगे किसो 
ш जिक्र है लेकिन जैसा हम पहले कह चुके हैं, वह इकाई .रेडियन 
माप में होगी। जह पर т, = रेडियन माप में कोण 3:14159 रेडियन कोः _ 
सूचित करता है और न कि: संख्यात्मक मान 3:14159 को L i 
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(ü) चूंकि 180°=т 
नल 360°= 2% 180? = 27 


ठः caT тко ST 
90°=1x180°= 2, 75० जह = 12 
DS CNN ш TT 
60°==——, 45727. 30 ह इत्यादि] 
1.9. रेडियन का परिमाण :— 
180९ 
1 रेडियन = 


1800 ,,. 
SBI "= 
=57°17'45'' (लगभग) 

या =206265'' 
1.10. पद्धतियों के पारस्परिक सम्बन्ध :— 
समकोण के माध्यम से तीनों पद्धतियों की माप-इकाइयों में) पारस्परिक 
सम्बन्ध का निरुपण सहज ही में हो सकता है ! 

G) षट्दशांशक और शतांशक पद्धति में 
चू कि 1 समकोण=90° 
और 1 समकोण-<1008 
इसलिए 90°=100* 


3:14159) 


10६ 
O — 
. 1 “> 9 
9° 
कौर гыда 


Gü) षद्दश्ञांशक और वुत्तीय पद्धति में 
च्‌कि 1 समकोण=90° 


और 1 समकोण = तु” रेडियन 


वा" 
इसलिए 90°=-,- 
š विर E 


180: 
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और ا‎ 
(iii) शतांशक और айа पद्धति में 


चूँकि 1005=1 समकोण+- -7 


4528 
1800 
o 2008 
और = 


नोट :--तीनों पद्धतियों के माप में एक ही निम्नलिखित समता-सम्बन्ध | 
{equality-relation) रहता है :-- | 
99° =100* =-2- =1 समकोण | 

_ और जिन पद्धतियों की इकाइयों में सम्वन्ध स्थापित करना हो, उसे हम | 
“दिये हुए सम्बन्ध से चुन लेंगे । | | 


इन सम्बन्धों को किस तरह व्यवहार किया जाता है, उदाहरणों की सहायता 
से समझाया जायेगा | | 


साधित उदाहरण 
उदाहरण 1. 15°45' को रेडियन में व्यक्त करो | 


हमें, 15945'-15-45° 153° _ 63° 


GOM A | 
चूंकि 180°= रेडियन | 
°. CET ч | 
i 1°=теу रेडियन | 
з. 63055 63 Тт 

4 2180 X 4 = छा 
ПЕ क्र 
8Û X7 =0 रेडियन (यदि = 
उदाहरण 2. 2501845" को ग्रेड म बदलो । 
: हमें, 25°18'45''=25०18%' 
5° ,, > 405° 
=25 1672 जह 
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और $ —p—-D 1. 1800 
Gi) G D= 9 =J: (a) से 


2209 ° 
т 
उदाहरण 15. दो कोणों का जोड़ 86° है और अन्तर 20 ग्रेड हे. तो कोणों 
को डिग्री सं बताइये । 
मान लिया कि दोनों कोणं क्रमश: ०° तथा ४" | 
अबचूकि 200 ग्रड=180 डिग्री 
180 


+ 20 =з) X20 डिग्री--18 डिग्री 
प्रश्‍न के अनुसार, 
®-+у=86 
और r—y=18 
“« दोनों समीकरंणों को जोड़ने पर 
2z=104 2. ४5552 


तथा घटाने पर, 2у=68 1 = у=34 
7. कोण क्रमश: 52° और 34० Ë | 
¦ उदाहरण 16. दो कोण 3: 5 की निष्पत्ति में ë तथा ग्रेड और डिग्री म 
| कश: उनके माप का अन्तर 13; है, तो कोणों को डिग्री में बताइये । 


| मान लिया कि दोनों कोण क्रमशः z° तथा ४° Š | 


| 


| - ы š है 
। = Ге +३ se =M 
| अब चूंकि. 180°=200 ग्रेड | 
| š 200 105. - 
| e. | > °= igg T Р 
- दिया हुआ है fı yg E13 
अर्थात्‌ 9y —10>—=120 “›(2) 


०८७६७७७१७५. ШЛУ qa: 


समीकरण (1) और (2) से z ओर ४ का मान निकालना है। 
समीकरण (1) से, 5ж=3у 
.. 9у=152 


"тє ЖМ 


т. н ` 
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Be St IE 


т 
. हि ی‎ 
5 172200 रेडियन 
37 a | 
poen = रेडिय | 
75®= 75 TT | E 


"उदाहरण 7. 24 faae में घड़ी की बड़ी सुई किस माप का कोण बनायेगी ? | 
1 घण्टे में घड़ी की बड़ी सुई एक वार पूरी घूम जाती है; | 


अर्थात्‌ 60 मिनट में 360° का कोण बनाती है। | 
360 | 
W ” o 25° 1? 97 | 


D4 у 24x6 TAA? 


~ 


उदाहरण 8. 45 मितट में घड़ो को छोटी सुई किस माप का कोण | 
ача ? | 
12 घण्टे में घड़ी की छोटी सुई एक बार पूरी घूम जाती है; Ë 
अर्थात्‌ 12х60 मिनट में घड़ी की सुई 360° का कोण बनाती है। | 


3? 92 l 


| SEO e ‚| 
55 99 37 12x60 2 99 15 1 
. 457 
45 зу وو‎ 99 52223" 9 YA l 


उदशहरण 9. 3 बजकर 45 मिनट पर घड़ी को दोनों सुइयों के बीच का | 
=ч айа माप (circular measure) में निकालो । व | 
3 बजकर 45 मिनट पर घड़ी को छोटी सुई 3 नम्बर से ज्यादा होगी और | 
“घड़ी की बड़ी सुई 9 नम्बर पर होगी। लेकिन 45 मिनट में घड़ी की छोटी | 
न्सुई 224° डिग्री चली जाती है (सवाल чо 8 देखिये ) | 
इसलिये दोनों सुइयों के बीच का कोण=180°+-22° 

= 202} डिग्री 


405 т 
= = [हठ ऐडियन 


x 
| 


= "हर रेडियन 


और दुसरा कोण=27---?7___77 


Bs 


_ _CC-0.Panini Капуа Maha Vidyalaya Collection. 


| Digitized by Ar етек chBRlESand eGangotri 15 


उदाहरण .10. एक त्रिभुज का एक कोण зт है और दूसरा कोण 66" का 


है, तो तीसरे कोण की माप रेडियन में बताओ | (645) 
= em 8 za 
हा, 10- TO x 180°= 54° 


मान लो कि तोसरा कोण 6 है। 


चू कि किसी त्रिभुज का तीनों कोण मिलाकर 180° होता है 
0+54°-66°= 180° 


या 9+120°= 180° 
8560९ ` 
| k š गा т 
Е, रेडियन माप में в=60ХтеуХїнач=-3- 


* उदाहरण 11. एक समदराभुज क्षेत्र (regular decagon) के प्रत्येक 
:अन्तः कोण की माप रेडियन Я बताओ | 


यह ज्यामिति से सिद्ध है कि अगर किसी क्षेत्र (figure) की чапай की 5 
“संख्या ७ हो तो सभी अन्तः कोण (2४-4) समकोण 


| = (2१-4) 

@ . . 5 (४--2)श रेडियन 
[ | यहाँ पर  n=10_ 

s= इसलिये 10 अन्तष्कोण=87 

| 5 Sr 4m 
3 2. प्रत्येक अन्तष्कोणम्नुत = 3 


| -, 
| उदाहरण 12. एक समदशाभुज क्षेत्र के प्रत्येक बहिष्कोण की भाप TE म 
। FMI 


यह ज्यामिति से सिद्ध है कि किसी क्षेत्र में 
सभी बहिष्कोणों का योग--4 समकोण 
УС यहाँ 10 > > =2т 
.*,  प्रत्येक|बहिष्कोण == | 
x , X =1Х200* (ग्रेड माप में) yA 
; ; 240! | 
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उदाहरण 13. यरि समत्रिबाहु त्रिभुज के एक कोण को माप “6 हो तोः 
समषटभनज क्षेत्र (regular hexagon) के एक को т को माप क्या होगी ? (544) 


एक समत्रिवाहु त्रिभुज का प्रत्येक कोण =60°=—— 
और, सवाल 11 की तरह, एक समपटभुज क्षेत्र का प्रत्येक कोण 


(6—2)r 
6 
_1т_2т 
лб» 3 
अब चकि 316 =o प्रदर्शित करता है 
6 क्षत | 
1= नह - द्र प्रदर्शित करता है | 
2r 6 


e. 
ре 


н 3 21 < 
р ос =; Я करता है। 
КЕ =1'2 उत्तर =1:2 
: उदाहरण 14. यदि किसी कोण को ग्रेड संख्या С, अंश संख्या तथा 
रडियन संख्या 0 हो तो सिद्ध कीजिय कि 


\ D | 
iD. G- Ded | 

7 | 

हमें, р अंश. संख्या =-जळूरेडियन . | 
CR аш | 

= — 10 | 

180 200 ग्रेड ji 

Dr. | 

ЧЁ १-6, (aji! 

और G— 22% | 

और G= i80 ...(0)) 
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“अब सवाल के अनुसार, 
«f= रेडियन 
त्था <—В=20° ...2( 
a у—10-2 440. B=) 
> 9y -108 4 40 
या و‎ 54-66 
प्या 97—108=40 ...)3( 
-अब (1) में से (2) को घटाने पर 
28+¥=160 
TT `. 108+5)=800 00) 


(3) और (4) को जोड़ने पर 
14y=840 .. у=60 


(3) से, 540 - 108=40 Ba 
र और .', (1) से <-180- 60-50 5-70 
'अतः कोण क्रमशः 70°, 50° और 60? हैं । 


EKAMPLE 2 
निम्नलिखित को रेडियन में बदलो :- 
15°, 30°, 63°, 75°, 22°30', 3०५9'11'", 28°38 0-48 
प्रश्‍न (1) में दिये गये कोणों को ग्र ड में बदलो 
निम्नलिखित कोणों को डिग्री में बदलो :-- 
т л т т T. र Es 
2 ° 15 ° 1° 20 ° 30 ° 36 
प्रश्न 3 में दिये गये कोणों को ग्र ड में बदलो | 
150 और 120% 75%50% को डिग्री में बदलो 


15 मिनट में घडो की बड़ी सुई जितना बड़ा कोण बनाती है, उसे तीनों ? 
मापों में बताओ | 


11A.M31—30P.M. तक घड़ी को बड़ी सुई जितना बड़ा कोण 


` ` बनातो है उसकी माप रेडियन माप Š बताओ । 


@) 2 बजकर 10 मिनट पर घड़ो की बड़ी सुई और छोटो सुई के बीच में 
कोण की माप क्या होगी ? 
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(у= 4 аЗ कोण दोनों सुझयों में बनेगा उसका 999 माप कू | 
(565, 615, 628) | 


निकालिये। | 
Gii) 8 वजे घड़ी की दोनों सुझ्या के बीच बने कोण का वृत्तीय माप | 
वत्ताइए। (605) x 


एक इंजन का पहिया एक सेकंड में 25 वार घूमता है, तो 4 सेकंड तक | 
चलकर पहिया कितना वड़ा कोण वनायेगा । 
एक чабат त्रिभुज के शीषं विन्दु का कोण=45° तो आधार पर के 
कोण को रेडियन माप मे वताआं। 
एक त्रिभुज के दो कोण 2:3 के अनुपात में हैं और तीसरा कोण एक | 
समकोण है तो दोनों कोण को रेडियन में निकालिये । | 
6) एक त्रिभुज के तीनों कोण 5: 6: 7 के अनुपात मे हूँ ता कोणा को | 
विभिन्‍न मापों में बतलाइये 1 (71A) 
(ü) एक त्रिभुज के तीनों कोण 10 : 11 : 15 के अनुपात में हैं तो | 
कोणों को विभिन्न मापों में वताइये । | 
(i) एक त्रिभुज के दो कोणों का अनुपात 2 : 3 है, तीसरा कोण | 
समकोण है । दोनों न्यूनकोणों को रेडियन में बतलावें । (655). | 
एक त्रिभुज का एक कोण - है और दूसरे कोण में डिग्री अंश (oum, 
ber of degrees) 40 है, तो .तीसरा कोण की माप रेडिथन में| 
निक्रालिये | | 


(i) किसी त्रिभुज का एक कोण-5- है और दूसरे कोण में डिग्री संख्या 
70 हो तो तीसरा कोण की माप निकालिये । (555) 

(i) एक त्रिभुज का एक कोण->5- है और दूसरे कोण में ग्र ड संख्या 50 
है तो कोण को माप डिग्री में निकालिये 1 

Gii) एक त्रिभुज के एक कोण का वृत्तीय H~ है, दूसरा कोण 70 


है। तीसरे कोण का वृत्तीय मान निकालिये । (704) 
(i) एक त्रिभुज का एक कोण-ठु है और दूसरे कोण में ग्रोड संख्या 75° | 
है तो तीसरे कोण की माप रेडियन में निकालिये | (618). 


९) एक त्रिभुज में दो कोणों की रेडियन माप 4 और ३ है तो तीसरे i 
की माप डिग्री में निकालिये। (465) 
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Gii) एक त्रिभुज का पहला कोण 22 योड दूसरा аїт-®. अंश 


(65А, 67S) 


. (i) एक सम-पंचभुज के प्रत्येक अन्तष्कोण को डिग्री में व्यक्त कीजिये 1 


“у सम-षष्टुभुज के किसी कोण की वृत्तीय माप निकालिए | 
. (63A, 69S) 
एक समअष्टभुज के प्रत्येक अन्तष्कोण को डिग्री और रेडियन में व्यक्त 
कीजिये 1 (595) 
यदि समत्रिबाहु त्रिभुज के एक कोण की माप `6 हो तो समअष्टभुज क्षेत्र 
के एक कोण की माप क्या होगी ? 
यदि एक समपंचभुज के एक कोण की माप '4 हो तो समअष्टुज क एक 
कोण की माप क्या होगी ? 
यदि एक समबहुभुज क्षेत्र (regular polygon ) का बहिष्कोण 40° का 
हो तो polygon की कितनी भुजाय होंगी ? o4 
एक समबहुभुज क्षेत्र (regular polygon) का कोण 133333 
है तो भुजाओं की संख्या क्या होगी ? 
यदि किसी कोण की ग्रेड संख्या G, अंश संख्या Р तथा रेडियन संख्या 
0 हो, तो सिद्ध/कीजिये :— 


@ р 
G) न्या 
DSSS: 
G) ç =o 
(111) 19 


Gi) दो FT का अन्तर 1° है और उनके योग का रेडियन माप 1 है तो 
छोटा कोण की माप बताइये 1 
(४) दो कोणों का योग 117° है और अन्तर 30 ग्रेड है तो. कोणों को 
डिग्री में बताइये। . I 
G) दो. कोणों का योग 90 те है और अन्तर 90° है तो कोणों को 
„डिग्री में बताइये।. .. 
(४) दो कोण 2 : 3 की निष्पत्ति में है तथा ग्रोड और кй т आ 
उनक माप का अन्तर 21 है तो कोणों को डिग्री में बताइये i 
कोण 75” को दो हिस्सों में इस तरह बाँटिये कि एक हिस्से में जो ड का 
अंश है वह दूसरे हिस्से के डिग्री अंश के बराबर है। ` ° 
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:/26. कोण 84° को दो हिस्सों में इस तरह аа कि एक हिस्से में जो ग्रेड काः | 
अंश है वह दूसरे हिस्से के डिग्री अंश का दुगुना है। | 
¦ ,27, एक त्रिभुज में एक कोण दूसरे सेनन Зач बड़ा है और तीसरे कोण में | 


जो डिग्री अंश है वह दूसरे के डिग्री अंश से 50 बड़ा है तो कोणों को डिग्री | 

में निकालिये । | 

28. एक त्रिभुज में एक कोण का डिग्नी अश और दूसरे कोण का रेडियन अंश | 
80 : # के अनुपात में | फिर दूसरे कोण का ग्रेड अंश और तीसरे कोण | 

का डिग्री अंश 2:1 के अनुपात में है, तो कोणों की माप डिग्री में बताइये ॥ | 

29. एक त्रिभुज में एक कोण का ग्रेड अंश और दूसरे कोण के डिग्नी अंश का | 
„ योग तीसरे कोण के डिग्री अंश से 100 ज्यादा Š 1 साथ ही, पहला कोण | 


का रेडियन अंश, दूसर कोण के रेडियन अंश से 7/4 ज्यादा है, तो कोणों: | 
को डिग्री में बताइये । | 


30. किसी त्रिभुज में पहले कोण की डिग्री संख्या, दूसरे कोण की ग्र ड संख्या | 
` और तीसरे कोण की रेडियन संख्या 288 : 280 : т के अनुपात में है। 
तो कोणों को डिग्री में निकालिये 1 | 


31. दो समबहुभुज (regular polygons) ऐसे हैं कि उनकी भुजाओं की संख्या 
का अनुपात 3 : 4 है | पहला बहुभुज में एक कोण की डिग्रो संख्या और | 
दुसरा में एक कोण की रेडियन संख्या 160 : » के अनुपात में है, 
बहुभुजों की भुजाओं को मालूम कीजिये । 


32. किसी त्रिभुज ABC में / A+ / 0-2/ 0 है । अगर लघुत्तम कोण में 
डिग्रियों की संख्या तथा महत्तम कोण में रेडियन की संख्या की निष्पत्तिः 
- दो, तो कोणों को डिग्नियों में निकालिये । | 

33, . किसी निभुज ABC में / A+/ 0<2/ B है। यदि लघुत्तम कोण में 


| 
डिग्रियों की संख्या और महत्तम कोण में रडियन की संख्या में 60 और 7 | 
- _ का अनुपात हो तो कोणों को डिग्रियों में बताइये । _ | 


| 
| 


(P. U Е А 
1.11. किसी भो वृत्त में चाप (arc), त्रिज्या और कोण का सन्बन्ध:- | 
सिद्ध करता है कि किसी कोण के रेडियनों की सख्या उस भिन्न के बराबर होती. 
है जिसका अंश (numerator) ag चाप है जो वह कोण वत्त के 8:9 पर ६ 
है भौर जिसका हर (dencminator) ब्त की द्िण्या के बराबर ë 
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मान लिया कि 8870 एक वृत्त है जिसका 
केन्द्र О है और त्रिज्या--7- 
मान लिया / POQ= 0 और चाप PQ=I 
मान लिया चाप AB=r, जिससे कि / АОВ 
=1 रेडियन 1 
अब चू कि केन्द्र पर के कोण उस चाप के अनुपाती होते हैं जिस पर वे खड़े 


होते हैं 


Ў / РОО _ wq PQ 
= LAOB चाप AB 
ЧП 1 रेडियन 7. 
1 лч У. 
б=т रेडियन 


अतः साध्य,सिद्ध हो UT | 

नोट : G) यह सूत्र बड़े काम का है और इसे सदा याद रखना चाहिये। 
ध्यान रहे कि 6 का मान रेडियन में निकलेगा। 

Gi) अगर PQ किसी वस्तु की ऊँचाई है जो बहुत ही छोटी है भोर 0 
दर्शंक का स्थान है, और PQ FT मान OQ के बनिस्पत बहुत छोटा हो, 99 हम 
मान सकते हैं कि P और Q दोनों एक वृत्त की परिधि पर के दो बिन्दु हैं जिसका 
केन्द्र 0 है । उस समय ऊँचाई РО वृत्त के चाप के तुल्य होगी और उस हालत 
में हम उपरोक्त सूत्र का व्यवहार कर सकते हैं। 

साधित उदाहरण а 
उदाहरण 1. एक वत्त की त्रिज्या 3 फीट है तो उसके केन्द्र पर 1 फुट जम्ब 


चाप से घिरे कोण का माप डिग्नी में मालूम करो । 
यहाँ 1-51 फुट और r=3 फीट 1 इसलिये सूत्र ष्य का व्यवहार करने पर, 
в=1 रेडियन 
Ser # रेडियन = 180९ 
Ет 


т ` 
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180° 60° 210 1° 
° 1 रेडियन = x1— = 
.. 1) रेडियन =й = x7 T Osr 
9 
अतः केन्द्र पर का कोण 0=19-1,- 


उदाहरण 2. उस वृत्त тї елга теа जिवस 11 ई'च का चाप a 
यर 36° का कोण बनाता हे । 


180927 | 
1०: т | 
180 | 
Г] 36°= щш = | 
180 x36 | 
.. PRT का कोण---.- | 
1 | 
aa =— का व्यवहार करने से, | 
т 11 
5 r 
н _11х5.__ 11x5x7 | 
8 1 ईच=1 फुट 53 FTI | 


उदाहरण 3. एक वृत को त्रिज्या] फुः 6 ई'च हे। तो उस चाप कौ 
लम्बाई बताइये जो केन्द्र पर 60° का कोण बनाता है 


1807 -- 7 


| 

| 

| 

180 | 
| 


60°= 180 60=-э- | 
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उदाहरण 4. एक रेलगाड़ी 30 मोल प्रति घण्टे की चाल से एक वृत्ताकार 


“पथ पर चलती 1 यदि उस पथ को त्रिज्या 3 मील हो तो 15 सेकंड में कितना 
जड़ा कोण TTT | 


3 रेलगाड़ी 1 घण्टे अर्थात्‌ 60 मिनट में 30 मील चलती है | 


z ._ x 30%1760 ..._ . 
. » 15 सेकंड में 60560 X15=220 गज „ 


अतः 7, 15 सेकंड में तय की गई चाप की लम्वाई=220 गज | 
“साथ ही, त्रिज्या r=} मील=880 गज 


अब यदि 6, वृत्तीय माप में अभीष्ट कोण हो तो 


| 1 180 7 
| 42795. х7 डिग्री=14 22 डिग्री 1 


a उदाहरण 5. भान लो कि पृथ्वी को त्रिज्या 4000 मील है और एक ही 
-देशान्तर पर स्थित दो स्थानों के अक्षांशों का अन्तर 1°25'54-6,- है। तो 
उन स्थानों को दूरी कया है? | 


| осевые 
| чег . < 8250 नान वळत 
Af 180°=ग रेडियन - 
63° 22 


63 
44 =75180 44 रेडियन 


. 


сү Aa 
= 205 
“A; ер урл ТАР के: 


, « यहाँ पर अक्षांशों का अन्तर 0 = रेडियन 
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मान लो कि दूरी =! 
= = का व्यवहार करने पर 
ЕЕ | 
40 4000 | 
° 1=100 मील | | 
उदाहरण 6. पृथ्वी को त्रिज्या 4000 सील & 1 पृथ्वी को त्रिज्या सूर्य पर | 
8:6” का कोण बनाती है, तो पृथ्वी से 99 की दूरी मालूम कीजिये | | 
afr पृथ्वी की त्रिज्या. 4000 | 


8.6” मील दो हुई है और पृथ्वी सूर्य के साथ | 


„ वहुत ही छोटा से छोटा कोण 8:6" 
बनाती है, इसलिये आवश्यक रूप से | 


सूय पृथ्वी से बहुत दूर होगा । | 
वस्तुतः हम मान लेंगे कि सूयं अपने केन्द्र पर केन्द्रित (concentrated) है | 


s 43 22 | 


ә 2 (= SR RNS es चड 
यहाँ, 86२8.7 = डद्रहठद्रलत XIO रेडियन 


1 
अब, सूत्र 0=— का व्यवहार करने पर 
4000 _ 43х22 I 
r = 5x60X60xX180x7 | 


x: |= 4000x 5<X60x60x180x7 
5 43х22 


अर्थात्‌ अभीष्ट दूरी 795898520 मील (लगभग) | 

_ उदाहरण 7. एक church spire, जो 15 ई'च ऊँचा है, किसी दरक के 

नेत्र से 10 सेकंड का कोण बनाता है । तो दर्शक से उसको लगभग दूरी क्या | 
होगी, बताइये । (465) ` 
АВ चूं कि 10 सेकंड का कोण बहुत ही E 
ы TÈ इसलिये हम मान ले सकते हैं कि उ 
spire के दोनों मिरा एक वृत्त की परिधि ; 

के दो बिन्दु हैं जिसका केन्द्र दशक का नेत्र 
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| इस दशा में spire की ऊँचाई, वृत्त के चाप के अनुकल होगी और वृत्त की 
त्रिज्या, spire से दशक की दूरी होगी। 


uzi 


i 


यहाँ 10 सेकंड= डिग्री 


10 
60х60 


10 
0X60 * 7 रत हठ रेड्यिन 


अब सूत्र =+ का व्यवहार करने पर 
155 5 109002 
“+ 60х60х7х180 


15x 60x60 х7 xX 180 gı 
2° Тез ल 


15 х60х60х7х180 मोल 
10x22%12x 3 ५1760 


=488 मील (लगभग) 
2. इष्ट दूरो=4'88 मील (लगभग) ! 
उदाहरण 8. यदि दो वत्तों में बराबर लम्बाई वाले चाप उनके केन्द्रों परः 


| чиш: 60° और 75° का कोण बनाते है तो उनकी त्रिज्या में कया अनुपातः 
| होगा ? (445). 


मान लिया कि पहले वृत्त को त्रिज्या r, और दूसरे वृत्त की त्रिज्या ra Š 1 


| भान लिया कि हरेक दशा में चाप की а=. 


RN sens, 


> асан. ШЫ; 


шы 


७७७७ 


р 1 ат 
अब, 8०56४ हठः 
т 
o 
मर 759275 180 
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पहली दशा में 
чш 
s= 


और दूसरी,दशा में, 
Sr I 


крл WA (0) 


(1) को (2) से भाग देने पर 


т E T т 
ЕЗ Y Soap ит ` 1 
r 4 


अर्थात्‌ उनकी त्रिज्याओं का अनुपात 4 : 5 है। 


उदाहरण 9. सवाल чо 89 पहला वृत्त में एक चाप द्वारा, जो दुसरे वृ 


«тї त्रिज्या के बराबर है, केन्द्र पर बनाये गये कोण का माप क्या होगा ? 


हम सवाल To 8 में बता चुके हैं कि п | | 


ят लिया कि पहला वृत्त में एक चाप 7, केन्द्र पर कोण 0 बनाता है। | 


Sa С. =r, दिया हुआ है) 


:=45тү- डिग्नी। vf 
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उदाहरण 10. एक वृत्त का चाप जो केन्द्र पर 30? के कोण बनाता है, 
| दुसरे वृत्त के चाप से ढुगुना बड़ा हे | दूसरे वत्तकी त्रिज्या पहले वाली से तो गुनी: 
7 बड़ी है ы तो दुसरे वृत्त मे चाप द्वारा केन्द्र पर बनाधे गये कोण को मापः 
"| निकालिय | 
मान लिया पहले वृत्त की त्रिज्या=7, और चाप की लम्बाई=॥,; 
दूसरे वृत्त की त्रिज्या =7, और चाप की लम्वाई=, 
दिया हुआ है कि 7321, और r,=3r, 


) 


| т 
hb इसलिये ट 


| EXAMPLE 3 
1. एक वृत्त को त्रिज्या 10 ई'च है तो उसके क्र पर 1 फुट 8 इंच लम्के 
चाप से घिरे कोण को माप रेडियन में मालूम करो । 
2. एक वृत्तकी त्रिज्या 1 फुट 8 इंच है तो उसके केन्द्र पर 1 फुट 3 इंच 
लम्बे चाप से घिरे कोण की माप डिग्री में मालूम करो । 
3r उस वृत्त की त्रिज्या बतलाइये जिसमें 1 गज का चाप केन्र पर 
15०45? का कोण बनाता ë Í 
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4. उस वृत्तकी त्रिज्या वतलाइये जिसमें 2618 फीट का चाप केन्द्र पर 

का कोण बनाता है | | 

६०5. एक वृत्त की त्रिज्या 48 फीट ë | तो उस चाप की लम्बाई sar 

У क्षेन्द्र पर 66°15' का कोण बनाता Ë | kaa | 

6. एक वृत्त की त्रिज्या 4000 मोल है । केन्द्र पर 5” और 1° के $ 
बनाने वाले चापों की लम्बाइयाँ बताइये | [27=3:14159] 


LA एक रेलगाड़ी 3) मील प्रति घंटे की चाल से एक वृत्ताकार पथ | 
चलती है। यदि उस पंथ की त्रिज्या 1 मील हो, तो रेलगाड़ी 
सेकेण्ड में कितना बड़ा कोण वनायेगो ) 


(i) एक रेलगाड़ी 30 मील प्रति घंटे की चाल से एक वृत्ताकार पष 
चलती हूँ । यदि उस पथ का व्यास 2 मील हो, तो रलगाड़ी 40 फे 
मं कितना बड़ा कोण वनायेगी | (61. 


b Gii) एक रेलगाड़ी 60 मील प्र'त घंटे की चाल से एक वृत्ताकार प! 


चलती.है। यदि उस पथ को त्रिज्या 1 मील हो तो रेलगाड़ी 8 
घण्टे म॑ कितना बड़ा कोण वनायेगी | (Н. S. 6! 


L.8. एक साइकिल में 40 स्पोक्स (spokes) हैं। अगर एक єчїн! 


लम्बाइ 21” हो तो दो तारों के बीच रोम की लम्बाइ क्या हुँ? | 


9. यदि 1 मोल दूर स्थित कोइ वस्तु दशंक के नेत्र से 1° का कोण व 
हुँ तो वस्तु की ऊँचाई क्या हं ? | 


„ 10. कितनी दूरी पर रहने से 5 फीट чип एक मनुष्य किसी बिन्दु | 


10' का कोण बना सकता हू ? 


11. एक मीनार 2 मोल दूर स्थित 'एक दर्शक के नेत्र से 15' का बो 
बनाता Е तो मीनार की ऊंचाई बताइये | | 


/ 2, (i) मान लो कि पृथ्वी को त्रिज्या 4000 मील है और एक हो दे 


` न्तर पर स्थित दो स्थानों को दूरी 100 मील हँ तो उनके अक्षा 
“का अन्तर аат होगा ? 


, (i) यदि विष्‌व॒त रेखा पर स्थित दो स्थानों 
С п» है तो उन स्थानों की दरी क्या ыш" 
मान लो “कि विषुवत रेखा एक वृत्त है जिसका व्यास 7930 ] н 
(ii) कक रेखा ( Tropic of Cancer ) पर स्थित किसी स्था 
(i) उत्तरी YA Gi) बिषुवत रेखा Gi) दक्षिणी ध्व की दूरी! 
ही meridian के किनारे मालम कीजिये; दिया हुआ है कि कक ' 
का अक्षांश 23०27” और पृथ्वी की fasar=3960 मील। | 
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0) मान लो कि पृथ्वी की त्रिज्या 3960 मील है तो विषुवत रेखा पर * 
स्थित दो स्थानों को दूरी क्या होगी यदि वे पृथ्वी के केन्द्र पर (8) 1" 
(b) 1° का कोण बनाते हैं | (z =3:14159). 
(४) यदि दो स्थानों जिनकी दूरी 695 मील है, को मिलाने वाला चाप 
पृथ्वी के केन्द्र पर 1° का कोण बनाता है, तो पृथ्वी को त्रिज्या बताइये । 
(r=3 14159). 
(i) यदि सूर्य का व्यास पृथ्वी पर 32” का कोण बनाये, तो उसकी त्रिज्या 
मील में क्या होगी जब कि सूर्य-पृथ्वी के बीच को दूरी 92700000 मील 
हो (1'="00029 रेडियन)। 
Gi) मान लो कि सूर्य का व्यास 836000 मील है ओर पृथ्वी से इसकी 
दूरी 3000000 मील है तो उस कोण को बतलाइये जो व्यास पृथ्वी पर 
बनाता है | 


з 215. G) चन्द्रमा की त्रिज्या 1106 मील है और त्रिज्या पृथ्वी पर 16” का कोण 


116. 


17. 


49. 


` बनाती है, तो चन्द्रमा की दूरी मालूम कीजिये | 


(1 रेडियन--206265 सेकंड) 


© Gi) चाँद का व्यास 2160 मील है ।' पृथ्वी तल से देखने पर चाँद 


का व्यास 572 का कोण बनाता है, तो पृथ्वी से चाँद को दूरी 
बताइये | (1 *fzmq=206265” ` (56А) 


चन्द्रमा की त्रिज्या पृथ्वी से 16' का कोण बनाती है | यूदि.पृथ्वी से 
चन्द्रमा की दूरी पृथ्वी की त्रिज्या ( =3960 मील ) के 60 गुना हो तो 
चन्द्रमा की त्रिज्या मालूम कीजिये। | 

यदि चन्द्रमा का व्यास दशक के नेत्र से 30! का कोण बनाता है और सूयं 
का व्यास 32' का कोण और यदि सूर्ये की दूरी चन्द्रमा की दूरी का 360 
गुना हो तो सूर्यं और चन्द्रमा के व्यासों का अनुपात निकालिये 1 

यदि एक वृत्त में 45° का चाप दूसरे वृत्त में 60° के चाप के बराबर है तो 
उनकी त्रिज्याओं में क्या अनुपात होगा और पहले वृत्त में दूसरे वृत्त की 
त्रिज्या केः बराबर चाप द्वारा 99 'पर बनोये गये कोण की माप क्या | 
होगी ? Ps 4 (55 А) 
यदि एक वृत्त में 50% का चाप दूसरे वृत्त में 60° के चाप के बराबर है तो 
पहले वृत्त के केन्द्र पर दूसरे वृत्त की त्रिज्या क॑ बरावर चाप हारा वनाये 
गये कोण की रेडियन माप क्या होगी? 
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40 फीट की त्रिज्या वाले एक वृत्त का चाप दूसरे वृत्त की परिधि के 


बरावर है जिसकी त्रिज्या 124 फीट है। तो उस चाप के द्वारा केन्द्र पर | 


बनाये गये कोण की माप क्या होगी ? 

५/21. एक वृत्त की त्रिज्या दूसरे वृत्त की त्रिज्या को तिगुनी है तो उनके चापों 
{ की तुलना कीजिये जो पहले-वृत्त के केन्द्र पर 30? का कोण बनाते हैं 
और दूसरे वृत्त के केन्द्र पर 45° का काण बनाते 8 | 


22. एक वृत्त का 40° का चाप दूसरे वृत्त के एक चाप से दुगुना बड़ा Š । दूसरे | 


वृत्त की त्रिज्या पहले वाली से चौगुनी बड़ी हैं। तो दूसरे वृत्त में चाप 
द्वारा बनाये गये कोण की माप निकालिये | 


23. यदि аг वाले वृत्त के केन्द्र पर 9° का कोण बनाने वाले चाप की | 


लम्वाई ! हो, तो-सिद्ध करो कि 767 = 1801 


24. यदि एक वृत्त में / लम्बाई का चाप केन्द्र पर 9° बनाता है और दूसरे वृत्त 
में 1 लम्बाई का चाप केन्द्र पर 6? बनाता है तो सिद्ध कीजिये 


कि = : =, जहाँ r और 7, क्रमशः दोनों वृत्तों की त्रिज्याय हैं। 
[ संकेत : चू कि 180° =. रेडियन 
.. 1°=/180 रेडियन 


प 0 Te रिडियन. 


इसो प्रकार 0= Tgp ` रेडियन 
अब, सूत्र 0 = का व्यवहार करने से -:. 
о БР ОАО EE $ xb man: 

; 180= ऊ और 180 = ҮТ ; 

इसलिये भाग देने पर { | 
MOSES ir 
CR बध a 

25. यदि एक वृत्त की परिधि दूसरे वृत्त के 60° के चाप के बराबर है तोः 
दोनों वृत्तों के क्षेत्रफल की तुलना कीजिये । 
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. अध्याय र. 


त्रिकोणमितीय निष्पत्तियाँ 


TRIGONOMETRICAL RATIOS 


[. ooe 
2.1. कात्तीय नियामक पद्धति (Сагезїап co-ordinate system) 
та त्रिकोणमितीय श्रितों (Trigonometrical functions) की परिभाषा के 
ये हम कात्ती य-नियामक-पद्धति का उल्लेख करना आवश्यक समझते &-1 


इस पद्धति को कात्ती य-नियामक-पद्धति (Cartesian co-ordinate eystem) 


| कहते हैं क्योंकि सबसे पहले-पहल फ्रांस के गणितज्ञ और दार्शनिक Descarte ने 
| इसका इजाद किया था | ; 


किसी धरातल पर यदि परस्पर काटती हुई दो सरल रेखायें खींची जाये तो 


| धरातल के किसी बिन्दु का स्थान उन दो रेखाओं की सहायता से निर्धारित 
| किया जा सकता है | i 


| मान लिया कि X'OX और YOY’ Y 
..दो दी हुई सरल रेखाये हैं जो एक दूसरे Р | 
Н N anan 


~ 


| को O बिन्दु पर,काटती हैं और जो एक दूसरी | 

| पर लम्ब हैं । TE TF اه‎ 
== रेखा Х'ОХ को z-azis या प्रथम अक्ष {БЕ я 

| और YOY’ को y-ais या द्वितीय अक्ष ति 


| कहते हैं। दोनों को एक साथ मिलाकर नियामकाक्ष (axes of а 


| कहते हैं। छेदन बिन्दु (point of intersection) O को नियामक का भूलबिन्दु 
| (origin) कहते हैं । 
| मान लिया कि तल में कोई बिन्दु है। P से razis तथा ४-००8 पर 
| क्रमशः РМ तथा PN लम्ब खींचा 1 е. 
| दूरी РМ (अर्थात ОМ) को fag P का abscissa या ४- नियामक 

| (co-ordinate) कहते हैं और दूरी PM को ordinate या ४--नियामक। | 

| 2-नियामंक और ४-नियामक को एक साथ मिलाकर सिफं नियामक 
(Co-ordinates) कहते हैं । # бут VIER? 


| р БОАБ 0 
| 75 > š 


$ Г 
: СС-0.Рапіпі Капуа Maha Vidyalaya сео PERNA = 3: ç 


(223 1 > RR ` 
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хох की दिशा में दूरी को साधारणतः » द्वारा सूचित करते हैं 
YOY’ की दिशा में दूरी को y द्वारा 1 

इस प्रकार, अगर 0 =2 और РМ=у तो P के नियामक 2 और у 
जिन्हें P (х,у) द्वारा सूचित करते g, abscissa को पहले लिखा जाता| 

अतएव P (a, b) का मतलब है एक विन्दु P जिसका abscissa ë ० š 
ordinate Ë b उदाहरण के लिये, यदि किसी बिन्दु Р का 2-नियामक 3 
और ४-नियामक 4 हो तो हम कहते हैं कि P बिन्दु के नियामक क्रमशः 3 ब 
4 हैं और उसे इस प्रकार P (3, 4) लिखते हैं | 

उपसाध्य :— 

Gü) z-axis पर स्थित सभी fagat का ४-नियामक शून्य (zero) 

(ii) y-axis पर स्थित सभी विन्दुओं का ०-नियामक शून्य है। | 

Gii मूलबिन्दु के दोनों नियामक शून्य हैं। 

2.2. fagi के नियम (Rule of signs) : पाद (Quadrants)— | 

रेखायें 20% और YOY’ तल को चार क्षेत्रों में विभाजित करती û i 
इस प्रकार हैं: -- | 

G तल जो रेखायें 0% और OY से घिरी हुई हैं; 

: (OX और OY प्रतिबन्धित है) 
DE1, OYTO 
CORE, Ох NOYE sS >, 
DT En ORO a 
इनको क्रमश: प्रथम पाद (quadrant), द्वितीय पाद, तृतीय पाद | | 

चतुथ पाद कहते हैं (धारा 1:5 से तुलना कीजिये) । जिससे कि बु | 
निश्चित रूप से निर्धारित हो जाये OM और PM ¥$ बारे में उसकी | 
(direction) और माप (magnitude) की जानकारी हो जाना आवश्यक | | 
जाता है । क्‍योंकि अगर ОМ की सिफ माप दी हुई रहे तो हम यह e | 


{ 
| 
| 
| 
| 
| 


पाते हैं कि OM को OX की दिशा में नापता चाहिए या OX” की दिशा 
इसी तरह अगर PM की सिफं माप दी हुई रहे तो हम यह नहीं जान 1 
РМ को ОҮ की दिशा में नापना चाहिए या OY’ की दिशा में । 


दिशा के ज्ञान के लिये तदनुसार हम निम्नलिखित fg (convention) 
व्यवहार करते ë | 
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अगर बिन्दु, YOY’ के दाहिने तरफ है तो विन्दु के abscisša को धनात्मक 
(positive) लेते हैं और अगर विन्दु YOY’ के वाई तरफ हो तो इसे ऋणात्मक 
(negative) SA हैं | 

अगर बिन्दु, रेखा Х'ОХ के ऊपर हो तो बिन्दु के ordinate को धनात्मक 
"लेते हैं ओर अगर बिन्दु %'0% के नीचे हो तो इसे ऋणात्मक लेते Ë! 

इस प्रकार अगर बिन्दु P प्रथम पाद में है तो » और у नियामक धनात्मक है, 
'अगर द्वितीय पाद में है तो 2 नियामक ऋणात्मक है और у नियामक धनात्मक 
है, अगर तृतीय पाद में है तो दोनों नियामक ऋणात्मक है, अगर qg पाद में है 
तो ж नियामक धनात्मक है और у नियामक ऋणात्मक है। 

इस प्रकार चारों पादों को जो ऊपर बतलाये गये हैं, AF नियामक के 


लिहाजन निम्नलिखित चिह्न उपलब्ध हैं। 
» नियामक ४ नियामक 
प्रथम पाद + + 
द्वितीय पाद . - + 
तृतीय पाद — — 
चतुर्थ पाद + = 


*इसे diagram के जरिये इस प्रकार दिखलाया जा सकता है | 
“मान लो कि अगर हमें fadt बिन्दु (1,-2) को 
निर्धारित करना हो तो हम£देखते हैं कि बिन्दु का 2 


नियामक धनात्मक है और у नियामक ऋणात्मक, 


“नियामक 1 इकाई की दूरी है और y नियामक 2 इकाई 
की दूरी है। | 

2-3. निष्पत्ति -जब दो सजातीय राशियों (Similar quantities) का ` 
“मिलान हो जिससे यह मालम हो कि एक राशि दुसरी राशि का कितना गुणा है 
या कौन सा भिन्न है तो इस सम्बन्ध को पहली राशि और दुसरी राशि की 
“निष्पत्ति कहते हैं। जंसे 12 और 4 की निष्पत्ति 3 है, क्योंकि 12, 4 का तीगुना 
है। सामान्य रूप से दो सजातीय राशि ० और Бай निष्पत्ति को -हु या a :b 
के रूप में प्रकट करते हैं | 
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2-4, त्रिकोणमिति में निष्पत्तियों का निर्धारण समकोण त्रिभुज के ही जरिये 
किया जाता है। इसके पहले कि हम त्रिकोणमितीय निष्पत्तियों पर विचार करें 


कुछ प्रारम्भिक बातें बता देना आवश्यक ë! 


B मान लिया कि ABC एक समकोण त्रिभुज है 

A जिसमें / С समकोण है। समकोण के सामने 

वाली भुजा को कर्ण ( hypotenuse ) कहते हूं 

जैसा यहाँ AB कर्ण है। अगर LA या LBA 
से किसी पर विचार करें तो इसके साथ सटी हुई | 

भुजा को (कर्ण को छोड़कर) आधार (base) कहते 
हैं और दूसरी भुजा को ara (perpendicular) | 

А ९ कहते हैं। ध्यान देने की बात है कि लम्ब किसी 
कोण के सामने वाली भुजा (opposite side) है और आधार उसका आसले | 

भुजा (adjacent side) है । जैसे / А के लिए base (adjacent side) AC 

हुआ और perpendicular (opposite side) ВС; उसी तरह / В लिये 

base BC होगा और perpendicular AC. पाठकगण इसे अच्छी तरह समन्न 

ले 1 थोड़े में hypotenuse, perpendicular और base को क्रमशः उनके 
पहला अक्षर Л, р और ४ द्वारा प्रकट करते ë । (यह सिफ सुभीता के लिये है)। | 
दूसरी वात जो जानने की है वह यह है कि समकोण त्रिभुज ABC में, | 
АС+ВС?= AB? | 

इसी परिणाम द्वारा हम त्रिकोणमितीय निष्पत्तियों में पारस्परिक सम्बन्ध 
स्थापित करते हैं। | 
2:5. त्रिकोणमितीय निष्पत्तियाँ | 

मान लिया कि АВС एक समकोण त्रिभुज है 


>>” जिसमें / С एक समकोण है। मान लिया कि | 
LA FRET है। जंसा पहले बतला चुके है| 


| | , LAF लिहाज से अगर Í 
-A : 0 AC=b, ВС=р और AB=/ होती| 


IN, Ma 


у 2 _सामने वा B 

©) = тач जाली खुजा ЗУТ ВС को LA का sine कहते हैं | 

ii bire AT भुजा A | 
z А usr s mamas э » ээ Cosine कहते g! 
ш) -2 _ सामने वाली भुजा BC =й 
en b ПЯ: नल АС» »» tangent कहते हुँ 
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: 0 АС ga 
(iv) —= СТ LA का соїапрепї कहते हैं 1 
р В 
h AB x” 31 21 


().-к=дс secant कहते हैं । 
е, {д АВ E १) 21 = 
(vi) ठ हठ ००७९०२० कहते हैं । . 


नोट: --ऊपर के त्रिभुज में छः और सिफ छः ही निष्पत्तियाँ हो सकती हैं। 
कारण, त्रिभुज में 3 भुजायें हैं और 3 भुजाओं में से किसी 2 को चुनना है। इसे 
सिफ छः ही तरीके से चुन सकते हैं । 

Notation : संक्षेप में इसको क्रमशः sin, сов, tan, ००, вес और 
.cosec कहते Š | “/ A के sine’ को sin А लिखते हैं। “Z А के cosine’ 
न्को cosA लिखते हैं इत्यादि इत्यादि | 


इस प्रकार अगर / А=0 हो, तो 


ра) = hu 
St 7 ) Cosec 0 р 
b Ё Ь 

0088 SEA 5600 E 
; b 
کو‎ P cotar 


हिन्दी में sin, cos, tan, cot, sec और ९0560 को जगह क्रमश: ज्या, 
कोज्या, स्प, कोस्प, छे और कोछे का व्यवहार होता है । 


ऊपर दी हुई निष्पत्तियों को त्रिकोण मितीय निष्पत्तियाँ कहत हैं । तिकोण- 
"मिति का एक बड़ा हिस्सा इन निष्णत्तियों के गुण और पारस्परिक सम्वन्धो की 
जाँच से सरोकार रखता है । 

2.6. त्रिकोणसितीय निष्पत्तियो के गुण (Properties) 

ध्यान देने की बात है कि ये त्रिकोणमितीय निष्पत्तियाँ कोई लम्बाई की 
ःसंख्यायें नहीं हैं बर्कि ये दो लम्बाई की संख्याओं की निष्पत्ति को जाहिर करती 
हैं (धारा 2.3) | इस प्रकार इन छः तिष्पत्तियों से किसी न किसी a का 
बोध होता है और अंकगणित या बीजगणित की संख्याओं के समान झी 
आधारभूत चार क्रियायें (fundamental operations) लागू ë 1 

а sing+sing=2 sing ` 
sing. sin 0=sin20 इत्यादि-इत्यादि। 
इसी प्रकार अन्य निष्पत्तियों के घात भी लिखे जा सकते हैं! 
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2.7. परिभाषा की दूसरी पद्धति : कात्ती य नियामक पद्धति | 
यहाँ जो परिभाषा बतलायी जा रहो है वह पहली वाली परिभाषा से विल्कुल | 
भिन्न नहीं है लेकिन यह ज्यादा वंज्ञानिक है क्योंकि कोण की विभिन्न माप के | 
अनुसार त्रिकोणमितीय निष्पत्तियाँ धनात्मक होंगी या ऋणात्मक होंगी इसका | 
ज्ञान निसंकोच हो जाता है। यहाँ पर नियामक के जरिये ही उसका विश्लेषण | 


होने जा रहा है। | 

मान लिया कि %'0% तथा YOY’ दो अक्ष हैं। मान लियो कि X'OX | 
आदि रेखा है और OP एक घुमने वाली रेखा है जो कोण POX वनाकर ठहर | 
जाती है। यह स्पष्ट है कि यदि OP को 0 के चारों तरफ घुमाया जाय तो हमें 
एक वृत्त मिलेगा जिसकी त्रिज्या ОР होगी | | 


LA > | 
— к Ф मान लिया कि Р के नियामक (»,9) हैं। | 


бык (यद्यपि कि इस चित्र में P प्रथमच रण (पाद) | 
में है किन्तु वस्तुतः कोई इस प्रकार वा | 
2) प्रतिवन्ध नहीं हे Р Вет दूसरे पादमं | 
> भी ही सकता है । लेकिन जैसा पहले बतः | 
लाया जा चुका है जिस चरण में ? होगा, | 
Y'o उसी के अनुसार » और у का धनात्मक या! 
ऋणात्मक चिन्ह होगा 1) इसलिए अगर P से PM, ОХ पर लम्ब है तो OM= | 
z और РМ=у. मान लिया कि OP=r तथा / POX= 0. 
अव समकोण APOM से, 


-a РМ у. m; т 

sin 0= p= у; соѕес я कि ४८८0 
_ ОМ = 

००६४-७७ =~; Sec o= qa कि 2520 


| 

| 

1 

| 

| 

РМ у | 

tan 0=- M = दरब कि ८३८0 


OM 
_ ` भौर сог 0=-pM = जब कि y0 


५50 पर हम tan 0 को अपरिभाषित (undefined छोड़ देते 
- q | 
प्रकार у=0 पर हम cot 0 को अपरिभाषित छोड़ देते > 


т а परिभाषित (Defined) भित त्रिकोणमितीय 
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2-8. सिद्ध करना है कि किसी भी दिये हुये कोण के लिये त्रिकोणमितीय 


| ननिष्पत्तियाँ स्थिर रहती है | 


मान लिया वि. अन्तिम रेखा OP में कोई बिन्दु $ है (धारा 27 का चित्र 


Ч देखिये) और 09=7,. मान लिया किः/_%0?=6. अगर (z 9) 8 के 


` | नियामक हैं तो परिभाषा के अनुसार ASON से 


1 = Yu SALA = दि || 
sind = аш ००६४ п tang = इत्या 
चूँकि त्रिभुज OSN और ОРМ सदृश (similar) š 
Y SN PM Ж уу 
इसलिये —s = OP ` अर्थात्‌ $19 कराचा 
और इसी तरह ८०0 = —- T इत्यादि 1 


लेकिन OP में 8 कोई भो arbitrary बिन्दु है। इसी प्रकार यह दिखलाया 


| जा सकता है कि अगर OP में कोई भी बिन्दु लें तो उसके लिहाजन जो त्रिकोण- 


मितीय निष्पत्तियाँ मिलेंगी, वे सव L, Z इत्यादि'के аа होंगी अर्थात्‌ 
sin 0= L, 0056--- इत्यादि इसलिए ऊपर के परिणामों से यह निष्कर्ष 
r हीं 
निकलता है कि जव तक कोण वहो रहता है अर्थात्‌ जब तक कोण नहीं वदलता 
है तब तक त्रिकोणमितीय निष्पत्तियाँ स्थिर (constant) रहती हैं; लेकिन जसे- 
जेसे कोण बदलते हैं, वैसे-वैसे वे निष्पत्तियाँ बदलने लगती हैं। अतः निष्पत्तियाँ, 
कोण के आकार (size) पर निर्भर करती हैं न कि P के स्थान पर। दूसरे शब्दों 
में निष्पत्तियाँ, कोण 9 के श्रित हैं। इसलिये न्रिकोणमितीय निष्पत्तियों को 
त्रिकोणमितीय श्रित भी कहते हैं। 
2-9. त्रिकोणमितीय निष्पत्तियों के चिह्न 


- (Signs of Trigonometrical Functions) 
मान लिया कि О किसो वृत्त 


का केन्द्र है जिसकी त्रिज्या 7 है। मान 
लिया कि परिधि पर कोई बिन्दु P है 
जो आदि रेखा 0% से कोण 0 बनाती 
है। मान लिया कि? के नियामक हैं дес 
(2,४) अर्थात्‌ ОМ=аї«РМ=у. у 0 ес е M X 


तब समकोण त्रिभुज OPM से аа. 
ОМ?--РМ*=ОР+ ; WA ыр BE 
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अर्थात्‌ a ET | 
फिर परिभाषा के अनुसार, | 


singe 2. ; созө== | 
2 r 


а10= > इत्यादि | 
चू कि 7 को हमेशा धनात 


त्तियों के चिह्न ? वि त्मक लिया जाता है, इसलिये त्रिकोणमितीय निक्षः 


न्दु के नियामक कर | 
पर जिस पाद में कोण 6 है। (z, ४) पर निभेर करेंगे यानि कि उस T 


उदाहरण के लिये, अगर 6 
ओर у धनात्मक (0220) Š | 
ДЕ асн, cos9——, tang——, इत्यादि | | 

a оше इस तरह एकत्रित (summarise) किया जा सकता है। | 
Co , y>, <0 „', सभी निष्पत्तियाँ धनात्मक हैं। | 
2<0, ४००0, />0 .'. {зїп और इसका व्युत्क्रम | 

तृतीय (reciproce]) ८०९० धनात्मक है। | 
सिफ tan और сог धनात्मक है। ' 


द्वितीय पाद में है, तव 2 ऋणात्मक है e<) 


T पाद में z<0, z<0, +>0 ... 


„1220 7. सिफं соз और sec धनात्मक हैं। | 
olic 180) द्वारा व्यक्त कर सकतेई, 

š ERI के = त्क्र 0 

पाद में घनात्मक | (और इस प्रकार उनके व्युत्क्रम भी) कि | 


sin 
Cosec all 
धनात्मक धनात्मक 
= SE Re S 
tan cos 
cot Sec 


धनात्मक | धनात्मक 
210. त्रिकोगमितीय निष्पत्तियो के मान की सीमा 


(Limits to the values of Trigonometrical functions) 


समकोण त्रिभुज OPM से ( धारा 2.9 4 

9 का चित्र देखिये q 

ы ОМ या PM कर्ण ОР के बराबर नहीं А à TE qid 
मता इट 028. Д1 विशेष परिस्थिति में जब OP घड़ी को दिशा 
कना इजा OX से सन्िपाती होने को प्रवृत्त होता है. या जब 0? w | 
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“विपरीत दिशा में घूमता हुआ OY से सन्निपाती होने को प्रवृत्त होता है तब = 
या у संख्यात्मक रूप से r के वरावर हो सकता है, लेकिन किसी भी हालत में 2 


या ४, r से बड़ा नहीं होगा। अत: = और ४ हमेशा » से छोटा है या» के 
बराबर है । 


sing =< 1 (संख्यात्मक रूप से) 


cos) =— <1 (संख्यात्मक रूप से) 


इसलिये sing और cosg का मान हमेशा 1 और --1 के बीच में होगा। 
चू कि ९05९06 और ѕесб, क्रमश: sing और ००५७ के reciprocals ë इसलिये 
इनका मान (संख्यात्मक) हमेशा 1 से बड़ा होगा | लेकिन tang और coto का 
कोई भी मान हो सकता है, धन या ऋण | : 

इसकी सत्यता के लिये कुछ मुख्य कोणों (जैसे, 0१, 60°, 90°, 120° इत्यादि) 
की त्रिकोणमितीय निष्पत्तियों का मान देखिये। 

व्यावहारिक प्रश्नों में यदि कोई ऐसा समीकरण दिया हुआ हो जिसके एक पक्ष 
में कोई एक त्रिकोणमितीय निष्पत्ति है और दूसरे पक्ष में एक बीजगणितीय भिन्न 
सख्या है और यदि ऐसे समीकरण की सत्यता की जाँच करनी हो, तो सबसे पहले 
यह देख लेना आवश्यक है कि उस भिन्न संख्या के अंश (numerator) और हर 
(denominator) में कौन वड़ा है। तब उसके बाद ऊपर बताये गये सिद्धान्त 
का प्रयोग करना चाहिये। भिन्न संख्या के अंश और हर में कौन बड़ा है, यह 
बीजगणित के सूत्र के प्रयोग से मालूम हो जायेगा। (इसके लिए साधित 
उदाहरण 4 देखिये |) 

साधित उदाहरण 

उदाहरण 1. निम्नलिखित बिन्दुओं का अंकत कीजिए और प्रत्येक दशा में 
Tadius vector की लम्बाई निकालिए :— 

G) (3,4) G) (4D (ш) (-5, —V3) 

G) इस विन्दु a abscissa 3 है जो धन है और ordinate 4 है जो धन | 
हैं। इसलिए बिन्दु प्रथम पाद में है। radius vector को लम्बाई 

=МЗ+4Ф=5 ("7 =з) 

इसी प्रकार यह दिखलाया जा सकता है कि (i) विन्दु द्वितीय पाद में है और | 
Tadius vector की लम्बाई= 424-12 ү17 

GH) बिन्दु चतुर्थं पाद में है ओर radius vector की लम्बाई 


= y 5#+3=2/7 
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उदाहरण 2, उस पाद को निर्धारित कीजिए जिसमें 6 अन्त करता है यदिः | 
(1) sing= + ү Gi) tang=— (ii) cot0=— | 
cosg=— } sec0= + cosec0= — i 


Gi) afs sing धन है इसलिए 6 प्रथम पाद में या द्वितीय पाद में होगा। 
फिर चकि coso ऋण है, इसलिए 6 या तो द्वितीय पाद में होगा या तृतीय पाद 
में होगा । इस प्रकार sing धन होगा और साथ हो coso ऋण हांगा यदि 0 
द्वितीय पाद में होगा । इसी प्रकार यह दिखलाया जा सकता है कि Gi) 0 994 
पाद में है और (iii) 0 चतुर्थ पाद में है। | 

उदाहरण 3. दिया हुआ है कि ००50-८2 और 0 द्वितीय याद में है तो. | 
इसरी त्रिकोणमितीय निष्पत्तियों का पता लगाइये । | 

चू 0 द्वितीय पाद में है, इसलिये ७16 धन होगा और ००४४ ऋण होगा. 
तथा tang ऋण होगा । धारा 2.9 के चित्र को देखिये | 


अब 00805 = - = अतः यदि а=—3, तव r=5; r को हमेशा धन 
लिया जाता है | 
se y= 4172—02 4/25-9= +4 
FT द्वितीय पाद में है, इसलिये = +4 | 
अत: sing= Lo - tang=— इत्यादि । 
उदाहरण 4. क्या निम्नलिखित समीकरण सत्य है ? | 
25у 


(a) ѕіпб= » » और ५ धन है। 


43 
(Б) 8606 (ТЕР » और ४ धन है। (P.U. 514} | 


हुल : (а) परिभाषा से यह स्पष्ट है कि (धारा 2,9) 
51п0<1 
चू कि ४१-८४१--2०४ = (८--४)१>0 
e 2y 


अर्थात्‌ ы 


а-у? z 
अब यदि Ошу > तब sing एक से ज्यादा हो जाता है जो ! 


: 22-23 5 YA 
(absurd) है। लेकिन जब TA =1 तब sing=1 और यह तभी 
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है जब ४--४. यह इस प्रकार निकाला गया है :— 


ety 21.48 
जव 72у =1 तब 122-7%=2=у 
अर्थात्‌ х%--у#—2ху=0 
अर्थात्‌ (x—y)=0 


se = 
अतः समीकरण, धन 2 और ४ के लिए सिफ तभी सत्य है जब 0—0. 
(9) परिभाषा से, БА 


86026 >1 : 
चूंकि. (z+y'—4zy=(z—y20 
र (४--४) २०4४४ 
या 4&у< (ety) 
dry 
2 (+g) =! 


और पहले ही की तरह seco का मान तभी सम्भव है जब ४5८४. 
ЕХАМРГЕ 4 | 
1. निम्नलिखित बिन्दुओं का अंकन को जिये और प्रत्येक दशा में radius: 
vector की लम्बाई निकालिये। 
G) (5, 12) (ü) (-3,—4) (iii) (—v3, 1) 
(iv) (1, -१/2) (у) (7, 24) 
2. ऊपर के बिन्दुओं को मूलविन्दु से मिलाने पर जिस कोण का निर्माणः 
होगा, उसकी त्रिकोणमितीय निष्पत्तियाँ निकालिये । 
3. उस पाद को निर्धारित की जिये जिसमें 0 अन्त करता है यदि 


(i) sino=+ } (i) 86005 + | 
tan= + cosecg=— 

(iii) tang—— } (iv) с050=— | 
sec0=+ сої6=— 


4. यदि sino और 0 तृतीय पाद में है तो दूसरी त्रिकोणमितीय 
. निष्पत्तियाँ तिकालिए | | 
5. यदि соз और 6 चतुर्थं पाद में हो तो 


5 
sin0--cos0 मूह 
SS _ का मूल्य निकालिये। 
TT O CE लि 
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6. दूसरी त्रिकोणमितीय निष्पत्तियाँ निकालिये यदि É 
(1) coso=—3 ) (И) 91030 J (iii) 5ес=2 | 
४7100 J cos0<0 tang>0 
7. यदि 0 न्यूनकोण हो तो दिखलाइये कि 
(i) sing+cosé>l 


[ संकेत : اح لے ےم ك‎ ` a+r] 
(i) tang>sinð. 


.8. क्या निम्नलिखित समीकरण सत्य है? | 


x Е 25у 
(1) 8118 = Fy 
(ii) C089 =+ | 


(ii)  secg= सश 
22у (Р. U. 415, 56А; В. U. 5 
[संकेत : (227) ¬ (१-४१) = 29? = एक धनात्मक राशि । 
` ५१--४०>१-४१] 
бо-Еса--аЬ 
०£--१>2--८2 
[संकेत : 6१--8१-1- o2—ba—ca—ab 
><४[29१--25?--20१--2560--26--2600] 
चच्ट्(0--०)१--(०-०)१--(०-0)श 
2>0 
a+b с> +c ab] 
(у) 00808 -- v ab + १/७७-- Voa 
q+b--c 


(iv) sec0= 


ee‏ ا 
— اتات RAIS SISSIES Sh cea‏ 


:9. साबित करो कि समीकरण sing=z +, 2 के वास्तविक ' 
लिए सम्भवं है जब p<1. 3 


10. साबित करो कि 00990 sec? Е 
З ९०७ का मान 2 | 
सकता है। yi कम 
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e अध्याय ३ 
त्रिकोगमितीय निष्पत्तियो के पारस्परिक सम्बन्ध 


(RELATION BETWEEN TRIGONOMETRICAL RATIOS) 


3-1. मान लिया कि O किसी वृत्त का केन्द्र है जिसकी त्रिज्या # है। 
मान लिया कि परिधि पर P कोई बिन्दु है जो आदि रेखा ОХ % कोण 0 
बनाती है। मान लिया कि P के नियामक (2,४) हैं अर्थात्‌ यदि P से PM. 
लम्ब OX पर खींचे तो 


ОМ == और PM =y. 

अब समकोण त्रिभुज ОМР से 
OM?+PM?=0P2? 

अर्थात्‌ &2-1-४8४-०+३ (I 
फिर परिभाषा के अनुसार, 
समकोण त्रिभुज ОРМ से 


sing = > cosec == 


۱ 
| 
| 
| 
| ee)! 
| 
| 


त्रिकोणमितोय निष्पत्तियों में पारस्परिक सम्वन्ध स्थापित करने के लिये हसा 
(1) और (2) का उपयोग करेंगे। 
32, सिद्ध करना है कि: 
(i) 5їпбхсозесб=1 
(ii) cos xsec0=1 . 
(iii) tangKcotg—1 
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ў ° : у ЖИ?) 
“प्रमाण: G) चूंकि sing=- और cosec0 ç 


: = v=] | 
sing Kcosec 0 = 7 | 


उपसाध्य : = sing xcosec0=1 


1 5 
ng = आर 0९05९00 =—— 
эш cosec0 a sinê 


Ë z r 
(ü) चूंकि с050=—— और sec = ~~ 
Еч t r = 
0056 Xsec = x = 


-उपसाध्य : चू कि cosp Х5ес0=1 


दो _-‏ 1 > ا 
T< 5९०05- ८6556‏ ل 5 


(i) चूँकि 18195: और cot 0= 


(2 00 = | 
їапёхсої#=--у-- | 


“उपसाध्य : च्‌ कि tang хсої6=1 


Д а= तक और cot0= = | 
*नोट : (1) दो राशियाँ परस्पर эдели (reciprocal) कहलाती हैं “| 
उनका गुणनफल 1 हो । ऊपर के परिणाम से यह साफ मालूम होता| 
है कि $19 और ८०४९०७ परस्पर व्युत्क्रम हैं इत्यादि | | 
(2) संक्षेप Ñ (sing)? को ७1१0 लिखते हैं, (cos0)5 को x 
लिखते हैं इत्यादि 1 व्यापक रूप से (sing) को, बशत कि n, -1 
'के बराबर नहीं है, ०८ लिखते हैं। इस विधि के अनुसार 
sing Xcosec"0=(sing)" x (cosecd)” 


=(sin0 x ९०७९८७)१=1 इत्यादि । ` 


3:3. सिद्ध करना है कि 


tang=-Sind 
coso 
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sinê ут y 
. T = کت‎ 
सबूत : दाहिना पक्ष = Coc, rr = == tang 
sing 
їапб=— 
Н 4 cos 


-उपसाध्यः Tf tang 
cosa Е 
sing tang 

34. सिद्ध करना है कि 
(1) $1020 cos? -- 1 


==cot0 


(i) 1-4-tan?9—sec?g 
(iii) 1+-cot?9 = cosec?g 
सबूत : G) चूकि sing— --और ووم‎ 


2 2 2 2 
`. 81726 + 00526 = ® хл) 7, 


उपसाध्य : चू 51п204-с0820=1 
.”. 811१0--1--०0४१७ और соз°0=1—5ш°6@ 


साथ ही, sin = = A/1—cos% और ००४१७: काक; 
“करणी .चिन्ह (root symbol) के आगे धनात्मक चिन्ह होगा या ऋणात्मक 


चिन्ह होगा यह इस बात पर निर्भर करेगा कि किस पाद में 6 है 1 


G) चूंकि tango 


.. 1--191%6--1--- „Р =~ =se 
"दसरी रीति :-- 


sin sin cos 


1 +tan =1 AT Y, 


= Zed x 
“со — 800 YA 
-उपसाध्य : चूंकि 1Ftang = sec 

°, tang 5586020--1 और secto —tan30=1 
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(iii) चूंकि cot = 


. Sh z? Бы 224-7? й = а 

.. l+cot Cl a = 000५५०५ 
2 ; 2३ __ 1 3. 00526 _ Sin°@+cCos°% | 
दुसरी रीति: 1+с0120=1+- तक тыш 


1 
=———~——=COseCc? | 
51п°@ 0 


TR: चू कि 1--cot?0@=cosec!8 

<. 007095-00520१8--1 और ००४९८०१४ -- ००४१७ = 1 
नोट: ऊपर के सभी मूल सूत्र (Fundamental formulae) व्यापक | 
परिभाषा की सहायता से sz ч किये गये हैं । इसलिए वे 6 के सभी मानों के | 
लिए सत्य (admissible) हैं। admissible मानों का अर्थ उन सभी मानों मे | 
लेत हैं जिसक लिये श्रित परिभाषित है, सिफ उन मानों को छोड़ देते हैं जिनके | 
लिये श्रित परिभाषित नहीं है। जैसा आमे दिखलाया जायेगा tang, 6590 के 
लिये परिभाषित नहीं है । इसलिये सम्बन्ध 1 +१३०9 = ४८०१७ का कोई अब | 
नहीं है जव 6590", | 
/ 3.5. त्रिकोणमितीय तादात्म्य (Trigonometrical identities ) | 
й ऊपर के सूत्रों (3.2.—3.4.) की सहायता से एक त्रिकोणमितीय व्यंजक | 
(expression) को दूसरे व्यंजक में आसानी से सरल किया जा सकता है | | 
ऐसे व्यंजक को तदरूपतः बराबर (identically equal) कहा जाता Š | अतः | 
वाल में एक ही व्यंजक का दो भिन्न रूप होता है जो वस्तुतः एक ही है। | 
कुछ उदाहरण दिये गये हैं जिससे उस विधि का ज्ञान हो जाता है जिए. 
तादात्म्य स्थापित करने में साधारणतः काम में लाया जाता Š | | 


साधित उदाहरण | 


उदाहरण 1. सिद्ध कीजिये कि 
(i) sin@.cotə=cos0 


' (ii) coto = — 050 
VI—00s5g 


हृल: (i) sing.cotø=sing, SS _ 
10. Sing 1९०४० 


(ii) दाहिना पक्ष---._  _ _cos0 
Viota Vang 
_ 0086 : 
कक = ९०6 
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उदाहरण 2. सिद्ध कीजिये कि (I-cos0)(1—cos0)=sint0 
हमे, (1+cos0)(1 -- ०086) = 1--cos*0 
C. (६--०)(७--४७) = ४१--४?) . 
=Sijn°0 
उदाहरण 3. सिद्ध कोजिये क्रि (1—с052)(1--с0126)=1 
हमे, .(l1—cos*0)(1-cot°a)=sin°0 ९05९0१8 
= (sinĝ.cosecã)?= 1 


2 


उदाहरण Е Ç = कजय [क (sin? --0059)१--1 4-2singcos9 


ह्म, (5110 4-со5й)*=51п°@ + cos) +2sin0.cosn 
=1--251п0 cos 
उदाहरण 5. RETRO е _ 
(1) їапй-+-сої#==зесф#.со$ес@ (415, 538, 635) 
(ii) 1ап?б--со1®й-Е2==вес°фсозес®ф (£34, 65А у 


sin 0 cos _ sin? cos’ 
Gos 0 5110: 910.0058 
сЕ се ЛЖ =5ес0.соѕесб ` 
~ singcos4 sing 0090 
(ii) ѕес2соѕес?0=(1--1ап20)(1 4-со!20) 
— | +cot20 + tang +-18176.00176 


= tan -- 00176 +2 


हल : (1) tang +न- ०010 +« 


उदाहरण 6. सिद्ध कोजिये कि 


tan20g—sin20=tanš0sin20 (455, 52А) 


ररक „a, आ1 4 
हम, #ап20—51п209= == नन 0 


=e (oss і ) 
=sin20.(sec*0 —1)= sin30.tan"0. 


= tan: 0sin30 


उदाहरण 7. सिद्ध कीजिये कि प ае 


sin0(1-+-tan0)-+-cos0(1 + ८019) 5४६०१ + cos 


= 
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з 005 
बाम पक्ष = sin (1 + 8и ) cos (1+ 220 


sina 4-с050 5110 + 0050 
sing: ०050 40050; sın 


; sin) cos 
= (sing + cos) E sin? 


> sing ०0५१0 
= (sind --cos6) (Ее 


8५00000 r क КЕ 
— singcos4 ( gid ०0०021) 
Е і ——— = sec0--coscc 

— cosp + sin0 © 


उदाहरण 8. सिद्ध कीजिये कि 


: 1 
(1) есес даде =5ес0-- {ало 


(ii) ѕес?0--1ап?ф =ѕес%ф-1ап?0 
ат: (i) अंश और हर को зесб-Малб से गुणा करने पर 


1 8 1 5९९06 -- 1816 
secb—tang secb—tand secb-tand 


sec klan? 
= sec tano sec + tang | 


चू कि $९०9 --181?0 -- 1 
(i) चूंकि ऽ९०?)—tan’0= | = 5сс2ф— tanh 
` ес? Ftan?o =ес?ф + tan? 
उदाहरण 9. {чан कि 


_ tan апе 
5ес0— 1° ‘ sec0+1 


वाम पक्ष = “12(5००8 + 1)+-tang(sec —1) 


2005९८8 


(sec --!1)(866७+- 1) 
se tangsech Liang +- tan4:sec9—tang 
аге а савести 
: Ci 1785998 PRIA (BIRE Doria 
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= नकि 500 rl 


tan? 
25600 1 
= ang ST 
1 0086 2 


००५6 `sin0 sing” 


=2 cosec4 


-उदाहरण 10. सिद्ध कोजिय कि 


sing ] -coso 


6) -य EET sing = ९०७९०9 (53А) 
Gi) — 2० 3 8ши =51п04-с050 


1--18 0 0 1—cot4 
(535, 544, 628, H. S. 608, 614, 665) ; 
(ü) sing 1 +cosg sin*a-+-(1 10050)? 


1-Есо$90- r sing 5110(14-с050) 


sin’) 1 --00520 -- 20050 


—. — 


ѕ51п0(1--соѕ0) 


— 2225016030 स 
` sin 0(1--cos0) ѕіпе(1--со50) 


=-———>=2с6 
51118 2cosecp र 
(ii) cosa , sing cos - sind 
` I—tang 7 I—cotd ` = sing _ ९७ 
८०५१ sing 
८०५१७ + 8170 ; 
= cos0—sin0 ` sinf — cos 
८०६१७ Sin” ` A 
= cosg—sin0 — cos0—SsSin0 š 


९05१8 -- 91776 . 
`` cos9—sin4 


(cos0—sin0cos0--sin0) 


cos9— 5110 


5००88 -+-9110 
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l1-+tan?0 /1-1апф 
]+cot°0 ` N1— coto 
1--18110 
19118 


उदाहरण 11. सिद्ध कीजिये कि 


ta 
दाहिना पक्ष (य्‌ 16 М tando ( 


1/tang 
=tan°0 


=tan:8 
,, दाहिना पक्ष=वाँया पक्ष 
उदाहरण 12. सिद्ध कीजिये कि 
(i) sin'p+cos?0= (sing + coso,(I—sing.cos6) 
(ii) sin!o--cosih=1—2sinsrcos?n Е 
हल : (i) ѕіп?0--соѕ?0==( 8116 + ccs0)(sint/-sin0.cese-- cos 
` 67-1-80--(७--४)(७१-- ८४-४१) 4 
= (sing 4-с050)(1—51л0 сой) З 
(ii) sin“@ -- ००४१8 -- (sin?) (соѕ2/)® 
= (51п204-с050)°— 251п20.со52/ 
==1—251п?@.со$°0 
उदाहरण 13. सिद्ध कीजिये कि 


1-- 8118 ; Е! 
1 511—800 + tana (61А, 695, 70А 


š 


हमें 1--8110  1-- 8118 1 -- 5118 
1 —sin0 1—sin2 “1-£sing 
(1У-51п0)? 


1—51п?8 
(1--sing)i ` 


ےا 
~ 


1. 


(Reo 08४7 110 / 17:18 ana 53 


EKAMPLE 5 
निम्नलिखित तादात्म्यों को सिद्ध कीजिये :-- 
९००५8 tan0=sin0 2. sing.seco=tand 
SI = C089 4. tand= bso 
cotgtanb : yi- sing 
2 tang 
51110३ 


i 
© 
s 


Vitano. 
(1—sing)(I--sing)=cos:0 
(1--0059)( ! +-20$0) 
(1—51а90)(1-+Е5 
(1—соѕ?)(1 + 19178) २9118 

(1—sin°0)(i-rtan20)=1 

(1) tanû(i +cot4)=cot0(1+tan®6) 

(i) (1--97/)(1 +sin0)(1 -tang)=i 

(ii) sin?8(1-Fcot?9)-Fcostgf1--tan?89)<2 4 

(iv) (IFtang)—sec'y=2tang (675) 
с0520)-—51п20=2с0520— 1==1--251020 


= lan: 


0050--8110 соб =2cos0 
51108 + cos0.cot8 =cosech 
cos -|- 510 0 .18118 55600 


(sing —cosi)’=I—2singcosd (615) 
(sind cose) (sing—cos0)i=2 - x 
(asing + bcosg)? -+ (८००५१ —bsingy = ४१-[-0* 

९०४१0 — 5144 —cos*0 — 51020; š: 


вес®0—1ап10=ес?@-Е1ап?@ 
81120 — cost = sinh —со$°@ 
соѕес?204- сої2ф =созес?ф-Есо!°@ 
860१७ cos $= sin? tan ya 
Ccos?9.sin?29--sini9cos?9—sin?49 ८०६१७ 
81150 -- 2311१000४70--00570 --1 
(बाम पक्ष = (sin? +-००88)'} 
1--291%0 -- 81146 = c08 { 
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54 
26. 


27, 
28. 


29. 


30. 


31. 


AA 
 I—coso य ७2९०७०९ coto , 


New School Trisonometry 


1—2с05204- ०0840 -- 81176 
2с05%9— со519 +51040 = 1 
1--21ап20--1ап^0 -- 82016 
o Е 
() पपा मिळला = 
соѕ?0 — 51120 = (с050 — 5110)(1--1п0с050) 
[वाम पक्ष को खण्ड कीजिये] 
€05%6 -- 8117 = 1 — 351п?.с0520 
[संकेत : ९००४९ + sin -- (cos?9)3 + (sin)? 
और इसके बाद गुणनखण्ड कीजिए) | 
cos -- 91 -- (1 —251п20)(1— 916 +- іп) | 
cot? — cost 0 = сої20со520 


_Sec0 соѕесӣ 


— —secp. 
€osec0 ' seco 0.cosec0 


sec30 +-cosec20 = sec°0.cosec30 
(tan § + cot0)*= sec?0-Fcosec?0 

= (1 --181१0)(1 + ०012७) 
tan? g +cot = sec? 4- соѕес20—2 

= sec? @.cosSec?g —2 


1 
CeO गडात —Sec9—tang 


[संकेत : अंश और g< को ७९०७-1३76 से गुणा कीजिये] _ 


cosecp—cotp ९०६५०१ cot 
y +g न 28००७ 

1 प्र +— =2co ѕес?д (44 
प S Tr =2se00tang (59A, 65A, 69 


1 


4 i 
° | 


V 
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44. 


45. 


46. 


47. 


48. 


49. 


50. 


51. 


52. 


53. 


54. 


55. 


` ..56, 


57, 


1 


Dig 


by Ar ama 
tion BAW n frigonometrica 


gation Chennai а CRAP 


55 
sinê sing_ _ 
1+cos6 ' l- 268 сеси 
९058 cos aa; 
Tsing Tsing 25९०0 (60A, 65S, 665, 715) 
Г _ Cosĝ: l — sin0)--cos0(1 +sin0) 
2 E (1+sin0)(1—Ssin0) 
соѕ09 —51п0.с050-4-с050--51п0с050 
Е 1— 51020 
2с050 2-35 | 
= cosy 7 cosh ` 25९८१ š 
Cos0 I+sin0 _ 
тае Ж osos ss Sal 
cosec0 cosec0 2sec10 
cosecã -+1 Г cosec0—1 
tang sina = Н. 5. 64А 
काळ्या ЕЕ =2cot0 ( ) 
1-- 0050 1—с050 
ज -—— = ta 
sec0—tan0 sec0+tan0 2011800) 
COSA--cos3 . ४18 - sinB Е 
sina sinB T cosA —cosB 
со50 —51п0 дад —tan0 
cos0 sinê —1—+tan0. 
ç 21910 
2 = 
8111 . 0050 I +tan0` 
aja 1 —tan?a 
60६90 —sinio --- Sup (615) 
SCR 1 +tan 9 
—singisin'a _1 0090 
(1—cosg)cosg > IE sin 
1—sing (485) 
जा sec0—tang 
Te =e —cosec8 coto 
| (57А, 605, 664) 
= 3 Š р 
कक 5030 —cosccg—cotg 
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:56 New School Trigonometry 
58 үк 1—$110_ 28208 (Н. $. 6 
> 1—sin0 14-5120 1 
5 Ie аА): ha 00 
E ( sing tang / 1--с050 


60. sin?g.tang-++cos?9.coth-H2sing.cosf=tang+cotð (6 


zag 1. सिद्ध छीजिये पिं : 
.  (l+sing—cos)} +0 —sing-+cos)?= 4(1-— 51пб.со$@) | 
बाम чёт = (1 +sin°0 --с05704-25110 —2cosa—2sin0.cos/) 
--(I--sin20-Lcos*0— 28116 4- 20050 —251п0.с050) 
=4—45п0.сов0 
=4(!—sinh.cost) 
उदाहरण 2. तिळ कीजिये क्रि ` ЙЕ | 
| (sing--sec0)?- (со52--соѕсс0): = (1 + 5०00.005008)१ x 
А 


याम पक्ष = sin20- sect +-2sina.sec9 
` Foos)--cosec?p--2cosp.cosech Е 
= (sin?! --cos*0) + (९०5९०१8 + sec°0) म्य 


° Ar 


~ 2(sing.secb --cosg,cosecb) 


l Ё 
lS जा е 8100 ' ९096 Б. 
š (ко Ц 0 (oso tsis 


है = WE Ete 2) Е ç --cos°0 
sinf cos? १ 51п0.с050 


=] 2 ЕІ к. 


51п0.со5й ШЕК; со520 


(1+ СТТ ) (14-вес0.соѕес)? _ 


ойнаан въ SBEL T Aaaa 57 


63 पदों को स्थानान्तरित करने से दिया हुआ identity आसानी से साबित 
क्रिया जा सकता है। अतः स्थानान्तर (transposition) से, 
i 1 sal 2sec0 ` 
| $есб—1ап) t seca tang 7 8८08 - tang 28९ 
60) оа í 
| cos 60958 ' 6088 
| अंतः = ЛАБЕ 
| “‘secb—tanf_ 00868 cos0 sec0--tan0 
yi agu ५. सिद्ध कोजिय कि 
| | ti) `(5есб-Е1ап@— 1)[8208--1910 4-1) = 2191 6 
) | Н. 8, 655) 
) | (i) (I--tan0--sec0)(1-Fcot8a- cosec0)=2. 
| हल: (i) ata पक्ष = (४९००१ +-(1910--1)) (5200 - (tang—1)} 
| <=8ес?2-— (191 0 - 1)? 
| —sec?4—(tan?9—2tan8-£1) 
| ; =ёес°0—1ап70-Е2(апд—1 
| = 1-4-21ап0— 1 
| 
| =2tan0 
ў $ ing -l 
| (ii) हमें, 1--tang--sec0=1--_ sg T 6088 
| 1+sing+ cos? 
| — cosp 
| 3.995 1 
| ओर. 1--cot0—cosec0=1-F ag sind 
| _singcosh—! 
| — ‘sind 


(1 +tanû +sec0)(1 {cotê —cosec8) 


(51пд--сов58-Е1) (Sira + ०050 = 1) 
८०५७ 5100 


(sing + c080)—1 
= sin0.cos0 


14-251п0с050—1 
sin0.cos0 
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उदाहरण 5. सिद्ध कीजिये कि 


tang+cotp _ tan0.cotó + 1 
tand +cot0 tanp.cotg +1 


tang + 


tanp tang 
बाम पक्ष TE aip. 
tan 
ang 


їапб(со:@-Есо!ф) | tan0.cotó+1 


` tanb.cot0--coló) tand.cotg + 1 
उदाहरण 6. सिद्ध FIAT कि | 
1--ѕесхсоѓёу 1--tan’x.cosiY 
1--seciBcoty 1--tan?B.cosy 
(14-ѕес?< cot27)tan2y 
(1 +sec28.cot°y)tan2y 
[अंश और हर को 191? से गुणा करने प्रा 
_tan?y -- ६९०१५ 
_ tan Y-+sec?8 
_ tan°7-+ 1 +tanx _ sec?y +tan2< 
tan°y+ 1-+-tan28 “sec2y+tanz8 
1 --1817?< ,005%) 
1 Ftan*B.cos*y 
अंश और हर को ००७१) से गुणा करने पर । 
उदाहरण 7. सिद्ध कोजिय कि 


tang --8606--1 1--sing 
tang = 56८0-11 7 cop 
(49А; Н. S. 62А, 66А) 
बाम पक्ष = 210-5200 — (sec0—tan?g) 
tang - $есб-Е1 
18110 15806 -- (tang -- 5०००) ((७1:9--8९०0) 
tang—secp1 
— (19116 +-8600) (1810 —secp tan Tsec0)(tan0—sec0+1) 


वाम पक्ष = 


tang = 5806 + 1 
=tand+-secg= | _1 
०080 cosg 
а Ising Р 


= Cos 
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उदाहरण 8. सिद्ध कीजिये कि ° 
(2— 551020)(3--51а020)=(2— 31а020)(5—2с05°6) 

बाम पक्ष =(2— sin20)(3+ 5tan20) >> 

ШИРА. 81126 i 

=(2—5sin 0(3 | 

(300४6 + 39156) SPE u 

Cos?0 ga z 


= (2— 5sin°0) 
2—5sin?9 KAA Re, 
сосна > (2с05204- 551020) A «д... 
=(2sec20 — 51ап20){2с05204-5(1— соѕ?0)) ¿s= 
=(2(1-+an°g)— 51810) (5--2005%) ` ` ӨҢ 
=(2— 3tan20)(5— 2с05°0) = क्ति 


=दाँया पक्ष о 89 
EXAMPLE 6 - | $ 
सिद्ध कीजिये कि E 


Pa. 


(००1७ — 3)(32019-- 1)=3созес®@—10со{@ | £ ya 
2. (3--1810)(21819--1) 5:282८029 -- tanê +1 aE 

B 3. cos?9—sin?9(1—sin?0)—cos'4 
' š 4 (1--tan0)ë+(1—tan0) 
(1--00(8)१-- (1 --८०(७)१ 
5 cos A — соѕ?В 
` соѕ?Асоѕ?В 
6 sin?A — ѕір?В 
соѕ2А соѕ?В 


(81:70 
=tanB—tan?A ` 


—tan“A—tan?B 


[हलः वर्ग करने पर ; 
(1--sin9--cos9)”—14-sin?9 + соѕ*0 


“50 
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New School Trigonometry 
11,, (I+sing0-=-cos0):+(I--sinü—cos0)=4(]-sin8) 
12. (1--51п0--с050)2--(1— 119 —со50)*=4(1 +singcosg) . 
13. (1 +-sin0-k ००४०)(1 4-віп0 —с050) 552816(1 sing) 
[use(a+b'(a — 0) =а2—6%] 
14. (1--1ап6+-5ес0)(1--5сс0—1а10)= 2(1 f sec4) 
15. ` (1-Есо1@-Е cosec0)(1 +cot0—cosec0)=2col0 
16. (tan +cot9 + 1)(tang +-००16-- 1) 575९076 + ९0176 
17. (tang -+-०010-- 52800) (1810 + со10 -79004) २२००9००८४१ 
18. (1--0010--005200)(1 -- 810 +sec9)= 2 
19. sin A cos? B—cosA.siiB =sin2A —sin*B 
20. 0००05१५ cos?B—sin"A.sin"B =cos?A —sin"B 
21. SIWA 4-cos® Asin B= sin®B 4-cos*B.sinA 
22. seca iat cosech—cot# < 
८०५९८७ -cot secy— iang 
[संकत :i cross— multiplication करके देखिये 1] 
93, tanA—tanB secA--secB 
SCCA—SCCB 188: --181 
24. od TE =]—scc0.tan0--2tan20 ; 
25. (51п0--со50).(їап#-Есо1ў)=<ссй-Есозсс@ (50А) 
26. (i) (5110--соѕ6) (1810 + cot? —1)= 1-0 ९0520 
соѕ9 5110: 
: (iD Gin9—cos0)(1 +tang + ०010) SA cos 8 
; Со50 sind 
27. (sing +cosecg) --(cos0 --seo0)2=7-Ftan20 --001%0 ` 
_=S-Fsecfcosec’g 
28. (sin —cosec@)®4- (cosg—secg)?—(tang—cotg)i—1 
29. 


हिल : (созесё—1)(весв --1) ( 1)(5) 2 ) 4 | 
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(sec9—cos9)(tanp -cotb)(cosecp — sing)=1 
(tosec0— ])(sec0 1) -- (005 c0—col0)(sec0 tang) | 


1—sing | 1—со$8 


YN cosg NL 


| Relation Between Trigonometrical Ratios x 6 
|| Digitized by Arya Samaj Foundation Chennai and eGangotri ° 

\ 1—sing 1—cosb 

i = 2598 sing 


( Say ( ८0५8 
00950 cos sing mpo) 


=(sec0 — tan4)(cosec9—cot2)) 
31, (3- 4sin?9)(1—3tan?9)—(3—tan?9)(4cos?g— 3) 
32. (2--3sin30)(1—2tan30)=(2--Stan20)(3cost2—2) 
33. (соѕесӣ — sec4}{sin +cos0) =соїд — апи 


cot — tang 


21 -=1]— 2 in? 
| 35. ज्या 1- 2sin20 
| со{А-ЕсоїВ ~ 1 शीं 
| 35. tanA —tanB EB ; 
sin4-k cos А ` 
35 с = ñ 
3 TET 8110.0050 
| + sinp -- ѕесӣ 
| 37. - a 
| cosh --cosecp ган 
38. (j) 1 --191170 sing {cos 
1- tang ९0520 -- 91170 
(ii) 18120 - 00178 sint0--cos!0 БЕ 
tan?9—cot?4 sin – С0520 ч 
1—sin“0 
५), шшс _ 2 
cosi 1+2tan’g 
40, 10080 _ 2 645) ` 
sini 1-Е2со1°@ ( | 


a % 
41. sec -- [8046 -- 1 4 zan Ё 


[संकेत : बाम ae | 
42. (5८०१५ -- tan29)?—14-4sec?9.tan”9 


43. q SIWA ` | — ۸ 
sinB 24 (1 tanB 


44. (sec + 1)(cosecb—cotd)=sec9—l 


45, SECO tang /1--51п0 
seco— tang ८०५७ 
С दलिये साधित उदाहरण 13 पेज 52] 


(628, 709) 
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46. G) cosecg—coto sing sing cosec0--cot@ 
cosx cosB_ __ ___ COs | 
Gi) "Sina +cosB sing - соѕх — sin<—cosB 
cos. 
: sinB +cos< 
sin< sinB 


(ii) यना T cosĝ—sinx 


sint |_ sinB _ 
cosx — sinf cosB--sinx 


19110.511 68 


47. tano +5100 = (75650 Lcotb 


3 _९010.2058 
48. cot0-+cos0 = seco лап ? 
ч š e 1--251120.005१6 
49. (i) (8100-0० 057 - ७.०० 


1— sin20.cos°0 


(ü) tans0-+cot°0= — inig ००४०४ 


tang cotð _ ə 71А 
50. eo विः e SECO созо (714) 
sin cosš0 
Г 8009. 
З 11००७ 14-1216 1081058 
Е 1 -- 9116 1—sing | 
52: ठन ОЙ ы сазе со 2 1071) (Н. 5. 605) 
53. @ cCosëc0—cot0 +] 1— соѕ0 ч. 


совес@-Есо10-Е1__ sing 
(ii) sing- coso+l _ 1 +sing 
810--0089--1 cosg 
[ हल: अंश और g< में sing +cosg +1 से गुणा करते पर 
8110--0059--1 sin0—cos0+1 sing --0058 +1 


sin0-Fcos0—1 sing +cosg—] ^вїп@-Есов@-Е1 E 
ç ЕТ (8118 + I)—cos?0 
“(sing +cosgj-I 
___ Sin + 25116 +1—ccs°0 
Sin?9-4-cos?9--2sing cosg- 1 


CC-0.Panini Kanya Maha Vidyalaya Collection. 
1 É $ ٢ х ç 


Relation Between Trigonometrical Ratios 63 
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| sin 91 6-1: 29116 Fsin?4 
E 
है 1+2singcosg—1 


2sind(l+sing) 1-+sin 
7 25іп0соѕ9 ` Cos0 


_tan< )ر‎ sin< 

| 54, - — Әп = ( tang 
А ( ani ( Sina 

шг; FU tany 


| [ साधित उदाहरण 6 देखिये । ] 


55, 1-- (005९०० tang)? I+(cot<x sin)? 
1-(cosecg.tenB)? — 1+ (cote sing)? 


56. 2(51п%0--соѕ%)—3(5їп0-+ cost) +1 = 
.57. sin -- cos?9— (४1१6--00526)(1 -F2sin20.cos30) 


| 58. 1 sas А 
SCCA—tanA "ѕесВ - їапВ FsecC—tanC 


=secA--secB+secCtanA--tanB+tanC. 


[संकेत : А аА ѕесА -- ४18. इत्यादि] 


| 59. (зїпхсо58-Есов<5їп8)°-Е(созхсозВ—51п«5їп8)°= 

+60. 6(cos!?9--sin!?9)— 15(८0596-- 9196) 

Ë --10(cosS0--sin59)=1 

| | हळ : मान लिया कि ४5-००४१॥, y=sind .'. х+у=1 

| ` t .. со$%ө-Е51п80=х$-Еу$=(ж-Ьу)#—3ху(®--у) 

| =1— 32у 

| ००३४१ sing =a“ yi 

| = (+ y)'— (y+ Gey 4). 

| =1 400(02-0°) — bry 

—1—4ryi(e-Fy)?—22y) - 0४४४ 

=1—42y+22°y? 

Cosl0g-L sing =n Fy 

न-(५--३)5- (52% --102%-- 1029-5291) 
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— 1 - 5)23 +y?) — 1027१८४) 
=1- )ر5‎ 1 - 321) – 102 
=1]— 529 + 329? 
~, 6(००४/९१ +sin!°@)— 15(cos0 -+ 511१6) + 10(cos°8-- sing) 
--+6(]--572/--5220/7)-- 15( 1 -- 429४ न 2279“) 
-+-10(1--329) 


=1] 
61. दिखलाइये कि 281110-291% तथा 2005१8 - 30086 का 
अन्तर А से स्वतन्त्र है (Н. S. 678) 


3:7. आश्रित तादात्म्य (Conditional identitics) | 
बहुत से तादात्म्य ऐसे होते है जिनकी सिद्धि दूसरे तादात्म्य पर निर्भर करती | 
है। ऐसे तादात्म्य आश्रित तादात्म्य कहलाते है। अव go शत्तंवाले जरूरी | 
तादात्म्यो की सहायता से अन्य;तादात्म्यों को संचाई स्थापित को जायगी। 
साधत उदाहरण 
उदाहरण 1. यदि sin0+cos0=1 तो सिद्ध कीजिये कि 
sin0—cos0==1 (11. S. 64A) 
पहला तरीका : 
मान लिया कि sing - 005652 
चूंकि आ10--00895--1 इसलिये वर्ग करने पर 


(sin0+cos0)° = 
या sin?9--cos?9--2sin9.ccs9 = 1 
फिर, चूंकि sinp- ००४6 == 
“> (sin4—cos9)"—a2? 
या. 91176 4- ०05१७ —2sin0cos0 = x? 


(1) और (2) को जोड़ने पर 
2(sin@ -- 00910) --४१-- 1: ; 
या 2च्न्था न] या ا‎ © = +1 
अतः 81110 — cosb= +1 
इसरा तरीका : 
sing--cos9—1 
और `зїпб—созб=х 


इसलिए (i) और (1) को क्रमश: जोड़ने और घटाने पर 


` 2sing=1 +2 
और 20058 =1— =: 
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ьЁ 1а} ion Ве tueeneTrigonoreetricalRatipsgotri 65 
- (Hi) और (iv) को वर्ग करके जोड़ने पर 
Н 4(81710 +००४१७)-(1 +z)1-+(1—z)* 
ат 4=1+22+2+1—222=2284.2 

| या =] ~. m=-=1 

| शतः sSing—cos0=—1 
| | उदाहरण 2. यदि cos94-sin9—4/2c0os9, तो सिद्ध कौजिये कि 
cos9—sing—4/2sing (518, 57А, 62А 63А 67А 695) 
मान लिया कि созб—5їпф=х 


SP EN 


| वग करके जोड़ने पर 

| (cos + 5110) (со50—1п0)—2соз?у +a 

! या 2==2с05%0-{-х% 

| पा 2?-22—2c0s19-—2(1—cos!g)—7sin'g | 
| С z=./2sin0 

| उदाहरण 3. यदि acos0-+bsing=c Masing—beos का मान 

| a, b, ० के पदों में निकालिये । (P. ए. 538) 

| मान लिया कि asing—bcosg=z . (1) 

| ओर सवाल से, acos0--bsing=e ...)2( 

ii 


aa (1) FT (2) को वर्ग करके जोड़ने पर 
a?sinig--bicos!i0—2absing.cosd 
-а?соз204-5251п20--2а051п0.с050 = a3 û3 
शर्थात्‌ а? (іп +cos0)+ 55(5100--со520) = 22-с? 
Tî ७१--११-०८१-- ८१ 
अर्थात्‌  st=a tbo 
T =+ yape 
अत: asing —bcosg= + Va? += e 
उदाहरण 4. यदि asini2--bcosta=c, तो सिद्ध कौजिय कि 
сонр š (B.S. 675) 


С 


лала 


ñ 
| 
| 


दिया हुआ हं asin bcos =o - 
qT asin3g-F-bcos30=c(sin°%? C0520) apa 
(° sin!9+-cos0=1) : | 
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या (b—c)cos!i0=(c—a)sin?0 : 


९09१6 c—a 


Ят sing 9-८० 


. 2 

ot cot 0= = 
соѕ?ф — 51п2ф = (8176. (H.S 

соѕ?ф —51п?ф 

со$*ф-Е51п?ф 

अंश और हर दोनों को соз?ф से भाग देने पर 


_1--1817 | 
< “I+tant | 


ы I—cos20+sin20 ; 
—1+cos20—sin*0 ° 


tand का मान रखने से 
19126 


उदाहरण 5. यदि ००४१७--1१8--181?% तो सिद्ध कीजिये कि | 
a 
| 


राशि ००5% —sin?!p = 


2sin20 
20054१6 


उदाहरण 6. यदि 5९00--19102%, तो ९८४-1279 का मान 
निकालिय । 
मान लिया कि secg+tang=g 
К, जोड़ने और घटाने पर 


secg=— “s< tang =“ त्र 
अतः ५९०१७ 12120 = ا‎ 
4 
या 4=4xw O = 1 
r t= 1% 


दुसरा तरीका : 


चू कि, . ऽ€०१9-—tan?0 = (seco +tano)(secøg— tang) 


аб 1 sur 

° 1 

.. а= — 
u 
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उदाहरण 7. यदि tanto=1+2tan तो सिद्ध कीजिये कि 
cCos2b=2cos20. 


चू कि їап?б=1--2{ап?ф 
«° 1--tan?9—2-4-2tan?o 
था sec?9—2sec'p 

या 1 


cos соз%ф 
daa ००४१9 --2009१6 
उदाहरण 8. यदि tang --»110--% और (810-910--% 
तो सिद्ध कीजिये कि 02—024 уд 
है (S. S. 635, 645; B. U. 555, 575) 
हुम  »—n=(tang+sing)—(tang—sing)? 
= 4(ап0.5іпб ...(( 
-साथही, mn=(tand-+sind)(tand— sing) 
=1ап20—51п20 
—sin o( 1) =sin°0.tan20 


४५2५ Vmn=tang.sing Аі) 
अतः (i) और (7) से т2—12=4 улт 
उदाहरण 9. यदि (1-4-соѕх)(1--соѕу)(1--сов2) 
; = (1—созх)(1—сову)(1—созз) तो सिद्ध कौजिय कि 
हरेक sinz.sing.sinz के बराबर Š | 
मान लिया कि हरेक # के बराबर हे | 
तव k= (1+-cosz)(1—cosz)(1+ c0sy)(1—cosy) 
(1--с052)(1— соѕ2) 
= sin?w.sin“y sin*z 
22 k= ==sinz.sing.sinz 
अतः परिणाम सिद्ध हो गया | 
-उदाहरण 10. निम्नलिखित समीकरणों ( Equation ) से 0 को WA 
(eliminate) कीजिये :— 
z = a(sin@ + c08) 
y=a(sind— ००४४) 
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दिये हुये समीकरणों से, 
sin0+-cos0 = xja 
बोर sing — со50 = y/a 


А क Se > 
इने पर, ¦; sings +Y) 


न 1 
और घटाने पर, ८056 = zg (४०४) 


०० 0९०४9 = दू (e+) tey) 


EoI 24.2 
या 1 = ja? . 2(% +y ) 
s, , 2 + ی‎ = 23 
उ बाहुरण 11. यदि z 816 + ycos 0= sing.cos0 और 


2 5110 —ус080=0, तब सिद्ध करो कि 2274-9721 
(P. U. 438 
चूकि 210-9 ००80930 


Sia ж sinf =y ०080 
= _#_ = 
gi cos) sing k (मान लो) 
ae t= Ecos0 और y=ksin0 
दिये हुये समोकरण में z और y का मान रखने से हम पाते हैं कि | 
Ru 5 есоѕ6ѕіп?0 + ksin0cos30=sin0.cos0 
धा ksingcos0(sin20-Lcos20)—sin0.cos0 
Ss k= 1 
4% #—cos9 और y=sin0 
| 00 224-у==с05204-51020— [ 
` Wç: 224-21 
छदाहरण 12. यदि Y और 0४ арк | 


асоѕ9 bsing COS sing 


४४ तब सिद्ध करो कि — L 


मान लिया कि AY 
कि асоѕе 98110 k 
ден ४०४७ ९056 और y=kbsing 
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fz हुये समोकरण में z और у के इन मानों को रखने से 


@ za n4=a3— ba 
СОЕ ° ka cos0 क्क .kb sing=a?—b 
या 167 -- ४१) -- 6१-- 89% 

k=1 


४२७ cosh और y=b sina 


ат co और singo Y- 


b 
СЕО) 
sn E 
з ' 2 


aag 13. निम्नलिखित समीकरण से 6 को विलुप्त कीजिये :— 


sing --00889 =a 
81129 cos =D ` 
(1) को वर्ग करने पर, 1--2singcos0=a* 
फिर (1) को घन करने पर, б--3авїпбсовзб==а% 
अब (3) और (4) से 
2singcosg=a®= 1 
और 3asingcosd=a—b 


x a—1 035—0 


н 2. 53686 

या 3a?—3a—2a?- 20 

aje 3а—2Ь=а% 

EXAMPLE 7 

सिद्ध कोजिये कि 
1. यदि sing—cosg=1 तो ऽi०6+००50= ॐ | 
यदि ५९० +६३70 =1 तो secg—tan0=1 
यदि ८०९० - сої6=1; तो cosecd FcotB=1 
यदि 2८08९०१ - 5८०१6 =]; तो tanê= 3V3 


жә N 


Ë 


1 
यदि 7sin2g +3cos*0=4 तो (8105 ऊ उठ 
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6. यदि 1ап20—=(1—62) तो सिद्ध कीजिये कि 
5९0०6 + tan 30 cosec0 = -=(2— e°) 

7. यदि (४--0)०0४१6--(७--४०)४1?0, तो सिद्ध कीजिये कि 
cosec0 +cot30sec0 ( ) 

8. यदि ४1% --1--1817%, तो со520.соѕ2ф = sin 

9. यदि соѕ20 -- 816 --191?$ तव 


(i) 2соѕф—1=іап?9 (ii) \/2со$@ cosp—1 
(Н. S. 635, 635, 694) 


10, यदि 51020 —с0520 = ००1१७ तब 
(i) зїпїф—со$?ф==со1?@ 
(ü) /251п0 sinp=1 
11. यदि соз°0(2-Есої?ф):=1,‚ तो cosec$.c०t0=1 
12. अगर a tang +b sec0=c, तो सिद्ध कीजिये. कि 
„ a sech +b tang = + уаз 624-й 
23.. यदि а tang +b ०० =c, तो सिद्ध कीजिये कि 
a {ап0 —b ००16 = + १/०१-- 4аЬ 
14. यदि ०0४५४--००६४१४--1, तो 
(1) зіп? 5іпт = 1 
(Ш) tan4z Халах =1 
[सकेतः चू कि ८०४०-८०४१० = 1 
.. 0081४ ८ 1 -- 005१८ 511% 2.00) 
e. COS = sing 
अतः 1- sin w= sins अर्थात्‌ sin%:-=sinz=1 
फिर, (1) के लिये, बाँया पक्ष 
=tan°%(tan3z--1)=tan%sec%> 
sin 


cosy 1, @ से ] 
45, यदि sin4te--sin%z=1 तो 


LE TORT US бро NR „ысышы AA AA Aa UA z saa uz sasa 


(i) 0082४-<005% -- 1 
(ii) ‘tan‘z—tan=] š 
Gi) cotte--cot%z=1 (Н. S. 6 
(iv) — sec2%z-Lsecz= | : Т 
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| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 


16. 


17. 


18. 


19. 
20. 


21. 


22. 


23. 


24. 


25. 
26 
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यदि sin +sing = 1 तब 
00840 --со5%09 = 1 
यदि sin94-cosec9—2, तव 80+ ९०४९०: =2, 
जहाँ r कोई भी पूर्णा है | 
[संकेत : दिये हुए सम्बन्ध: से, 


2 1 
sing ting =2 


या sint - 2918 -- 1 --0 
या (sing—1)3—0 
a sin0=1 
< созесф:=1 
i sing = | तथा cosec0=1] 

यदि ८०४--५९०6=2, तो соѕ"04-5ес"0=2, जहाँ 7 कोई भो 
पूर्णाक हे | 

यदि sin0--cosec0=1, तो sin -cosec30+2=0 

यदि а $९०: 1276 =८, तो sin = = (H. S. 625) 


यदि (1+sin«)(1-+sinp)(1+sin¥)=(1—sin4)(1—sinf) 
(1—siny) तो सिद्ध कीजिये कि हरेक= cost ०088 созу i 
यदि (вес--1)(соѕесе--1) = (sec0—1)(cosec0—1) 
तो सिद्ध कीजिये कि हरेक = 

यदि (secx-—tanx)(secB—tanp)(secl—tanY) 

= (secx +-tan<)(secB + tang)(secY -Ftan7) 

तो सिद्ध की जिये कि हरेक = +1 
1--2 ѕіпфсоѕф 

I—2 sinpcosY 


cosh 
तो सिद्ध कीजिये कि tangsing प 


यदि tan29—sin?9— 


यदि аа ००४४ और ४3७॥00तो जत हृ =l _ 


—п% 
(i) यदि 2 cos =a और y =atan0 तो 2-४ ш _ 
(ii) यदि a cosz =1 और (апх==0 तो ७४-०१ ca 
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a 

27. a ون‎ tana ر‎ 
z y a b 


28. यदि 2=८ ०0546 और y =a 8198 तो zipy =i 

29. यदि a cos0-+-bsin0a=c और a sing—b cos0= b तो азе 

30. यदि a sing +b cos0=c और sing—a cosg = 
* तो a+ 3= с24- (१ 

3]. यदि а sec +b tang—c और а tang +b secg=d 
तो a- b2—= ८१ ... qa 


E PT Z tm ua а EAZI 


x 
32. यदि ET == और z ९056--9 sing =a 


तो &%--у#—а 


33. क у а ш 
यदि асо$ф = sino -p C$ + sing =1 


2% 8 
पो यच 


34. यदि а sinto + ४८०४१७ =८ और  in?9+-9 со? =r 


तो (e—b)(p—r)=(a—c)(r—q) 


35. यदि ८ sin*2-Lb 089 =m और b 81726 +a ९0४१७ =n 


और а 18110 -- {а A al 1 1 
aa 


36. I 
6. यदि sing+cosg=m और ५९०४ ¬-८०३९८७=॥ तो 


n(m—1)=2m 
निम्नलिखित समीकरणों से 6 को विलुप्त कीजिये 1 
(1) ®=а(5їпӨ—созб) 
у= b(sing+-cosg) 
. (ii) z=ting+cotg, #=sec0--cosec0 
(iii) a cos94-b sinê +c=—0 | 
Б j ‚ G) ९०४6-७७, sing 1-०, --0 
सकत : cross-multiplication के द्वारा 


созӣ sing 1 
bc, = bie १८-७७ ~ 
1 10 ва, — ao, 


37. 


= ` 
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41. 


42. 


44. 


(cos<x--cosP--cosy)!= cos%---cos*B -Fcos'Y ЗЕЕ 
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5 ००७४ > तथा न) 
2. वर्ग करके जोड़ने से परिणाम मिल जाता है। ] 
(iv) a tan?0 +b {ang --65--0 
acolh +b, сої10+-с,=0 
यदि z =a С050с05ф, у =a ०0509५ और z=a sinp 


TI 224-034-220? 

afa ѕесӯѕесф +tangtanp=2 
और sectanp +tangsecp=Yy 
तो š х%—у%=1 


यदि 2=८ (1+cos< ००४), y=b(1+cosx sinB) 
और 2=८(1 +७०२), तो 
EN) 2 2—0 
C == 
यदि sinx+cosg =a और cos<+sinB=b 
तो an+b2—2(asin<--bcos<)=2(acosB-LbsinB) 
यदि sin< +sinB=a, cos<--cosB=b और tan<--cotB =e 


*-м—2 

तो cosxsinB=- X 
af Sin< sinf _ 2 

के 1-зіо< I+sinB 
तो зес«(вес« —tana) 4-secf(secB—tang)>0 ; 

[संकेत : दोनों तरफ 2 घटा दीजिये] 
@ 

afa tan = Aa और tan т 
तो x sinp=y sind 
Risa : соба 52 20% _—,—С01ф 


gsinp 5пф 


--०01 इत्यादि] 


1 
और соф=„ ng 


यदि secx +secf + sec¥=0, तो 
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45. यदि cosecx+cosccB-+cosecy=0,#4T 


47. यदि COSIX 5іпі< 


48. 
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(सकत ००97००5 cosy 
मान लो cost=a, cosB=b, cosy=c .'. bc+ca+-ab=0: 
а (а-+-04-с)2=а2+4-°2--с2--2(6с-4-са-аб) 
= a^ + 2 +3 
अतः a,b,c का मान रखने से हल मिल जाता है] 


(sin<x--sinB+siny)2=sin°< + 51128 +-sin27 


cos?" sing 0 1, तो 
(i) cos!x+cos!B=2cosix cos? f 
(ii) sin’ + sin18 =2sin*x.sin8 
... COS! 
Gi) ош +H 
[संकेत : दिये हुये सम्बन्ध से 00572. sinB -Lsint<.cos*B 
= 51п°В.соѕ?В 
या cost<(I—cos28)-sint< соз?В (1—cos?B)cos"B 
सरल करन के वाद ००५५ + cos18 = 2cos?xcos?8] 


Wa‏ ا ا ا 


1 (B.S. . 


यदि cosecr=cosecy.cosecz +coty cotz, तो 
cosecy =cosecz.cosecy+ cotz cote (8, U x 
[संकेत : मान लो ००४९०५ =¢ 
तो ८०५९८० = f cosecz--coty.cotz 
या (cosecx— tcosecz)?= cotycotiz 
—(cosec?y—1)cot?z 


= (— 1)00 
सरल करने पर, 


3 
i; C0s€C2.COsecr-cosectr--cotz=0 
есес сс) ~+ 
2cosecz.cosecr-- १/ 4соѕес?2.соѕес?т — 4(соѕесх + cotz) 
न्स > > > रन aii 


==со$есг.Совеса-Есо{з.со{®] 
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यदि secz=secw.secz--tany.tanz, तो 
(i) tanz=secy.tanz+ tanz.secz 
Gi) secy=secz.secr-tanz.tanz 


यदि cosA=tanB, cosB=tanC, cosC=tanA . 
तो सिद्ध कीजिये कि sinA=sinB=sinC. 


[संकेत : चूंकि cosB=tanC j. secB= 14 
амв= 5—1 
फिर 29 cosC=tanA 
э» tan C= сс 
लेकिन cos*A=tan*B = e = l 


अब 1818 को 


С 

बदल कर हम qq ë कि sintA—A sinPA--1=0 
/5 
Е 


इसो तरह से ४728 और зіп СЇ मान. के बराबर है । | 
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अध्याय ४ 


किसी कोण की किसी त्रिकोणमितीय निष्पत्ति को 


ga निष्पत्तियो में प्रकट करना 
TO EXPRESS ANY RATIO IN TERMS OF OTHERS 


4-1. यदि किसी कोण 6 की कोई एक त्रिकोणमितीय निष्पत्ति मालूम हो | 
ओर किस पाद में о स्थित है, यह भी यदि मालम हो, तो अन्य निष्पत्तियों को | 
धारा 3.2--3.4 के मूल सूत्र द्वारा या ज्यामितोय विधि द्वारा निर्धारित किया 
जा सकता है। उदाहरणाथे, यदि sing का मान दिया हुआ है और 6 प्रथम पाद ` 
में है तो अन्य निष्पत्तियों को हम इस प्रकार निकालते हैं । 


42. sing $ पद में अन्य निष्पत्तियों को प्रकट करना | (635) | 


९०६6२२ \/1—їп20 
sing х) sing 


1апб= = — 
cos  A/1—sin*8 


соі0=-0080 _ _/1—sin 


sing sing 
sec) = 1 N IDE 
९०५७ A I—sin°a 
1 
c = 
= x 
Р इन निष्पत्तियों को हम sing š 


पद में ज्यामिति रीति से इस प्रकार भी. 
y व्यक्त कर सकते हैं | ड 
ड 
क्रिया : चू'कि sing = | 

कणं | 
x इसलिए हम हर (denominator) 9 | 
(यहाँ कर्ण को)=1 ेते हैं । 4 


मान लिया / ४07 = 0 और म AD 4 = | 
इकाई के बरावर हू ! | гт लिया कि त्रिज्यक रेखा ОР की ВЕ г 


9 үгу М 
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P से PM LOX खींचा जिसकी लम्बाई है (P का ordinate y 
मान लेने से) 
इसलिये ОМ= М ОР—РМ#= १॥॥- ७ 


; А РМ у 
अतः 3110--:659 5 =Y 
OM 1-73 
९०४७७ p = У 7 z = \/1—$їп?@ 
Р : i 
ang = a _ E Ен 


इत्यादि | 
साधित उदाहरण 
उदाहरण 1. समस्त /निष्पत्तियों को coso के पदों म व्यक्‍त करो, यदि # 


चतुर्थ पाद में हो । द (54А 
चू कि 6 चतुर्थं पाद में है इसलिये sing और tang ऋण होगा | 
चूकि sing -- 00590 = 1 
А sing=— V 1 со5?9 
ae sing _ — WI—-cosig 
200 50 COSA. 
९०५७ ८058 
cotg=— — — 
बता VTC 
1 
sech = ००59 
1 


1 . 
९०४६६०३ १/1--608४१% 


‚ उदाहरण 2. समस्त निष्पत्तियों को tang के पदों में व्यक्त करो यदि 6 


प्रथम पाद में हो । (555) 
मान लिया त्रिज्यक रेखा ОР, भादि रेखा 
OX से / ७ बनाती है। Рё PM LOX पर WA 
खींचा जसर्क $ M 
चा जिसकी लम्बाई ४ Ê | A 
Tf tango EM, इसलिए हम हर को = М 
«уі ОМ=1 लेंगे । ya 
मान लिया ОМ की लम्बाई इकाई के बराबर „азарае 
है। इसलिये 0? бск 
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РМ у р 
अतः _ tano I = 
РМ Y tang | 
Н = — —=-———-3——' 56 
sIn0=Gp १/1॥--४€ Vitanda ( Si 
OM 1 


1 इत्य 
५०७४८ OP = जज АЙЫ याच 

उपसाध्य : जिस पाद में 6 स्थित हो, उसके अनुसार sing या cosp Ñ 
चिन्ह लगेगा। «їй यदि 6 द्वितीय पाद में स्थित हो, तो sing ओर cosg का | 
tang के पदों में मान ऊपर ही जैसा होगा, लेकिन sing धन होगा और cos | 
ऋण होगा, क्योंकि द्वितीय पाद में स्थित कोणों क लिए sin धन होता है और | 
соз ऋण होता है। | 
सभी व्यावहारिक सवालों में ज्यामितीय विधि का सहारा लेना अधिक 
सुविधाजनक होता है, लेकिन कोण किस पाद में स्थित है, इस बात पर \ 
“ध्यान देना चाहिये 1 | 


| 


मान लिया कि 6 प्रथम पाद में स्थित है। | 
मान लिया कि त्रिज्यक रेखा ОР, आदि रेखा | 
ОХ से /XOP=0 बनाती है। PÈ 


PM LOX पर खींचा | 
_РМ 
sing = 655 
4 
51п0= SE 
PM 4 
OP — 5 | 


अब चू कि РМ और OP, 4: 5 के अनूपात में है, इसलिये हम मान हैं 


इसलिए समकोण त्रिभुज РОМ से, ОМ= VOP3— PM? 


= 91—36 
5 ОМ 3k 3 
अतः COSI SSS मो 
OP 535 
और tanga РМ. 4k 4 
OM 335 
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उदाहरण 4. यदि соѕ0=-> हो, तो sing और tang का मान 


- निकालो | 


(54 А) 
मान लिया कि 6 प्रथम पाद भें स्थित Š | मान लिया कि न्रिज्यक रेखा ОР, 


-आदि रेखा OX से L %0= बनाती Ë । P से PM LOX पर खींचा । 


(Ех. 3 का चित्र देखिये) 
चूँकि os 


13 
OM 5 
ОР 713 


इसलिये हम पहले की तरह मान लेते हैं ОМ=5% और OP= 13k. 


` इसलिये समकोण त्रिभुज РОМ से, 


РМ = /YOP?—OM:- 4у(130):— (50): 
= y/ 1609—25 = y/144%°=12k 


2 . PM 12k 12 
/ अतः 8110-55 51% 13 
РМ 120 12 


उदाहरण 5. यदि tanga हो, तो sing और ८०50 का माल 


' निकालो । 


मान लिया कि 6 प्रथम पाद में स्थित है। 
मान लिया कि त्रिज्यक रेखा ОР, आदि रेखा OX से / ХОР=0 बनाती 


Ж! Pš PM LOX पर खींचा (Ех. 3 का चित्र देखिये) 


š 7 
च्‌कि tan0=-4 


PM 7 
अर्थात्‌ GM = 
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इसलिये हम पहले की तरह मान ले सकते हैं कि PM=7k, O0M=24 | 


` इसलिए समकोण त्रिभुज РОМ से, 


OP= /VPM°+OM: = y (16) (248)? 
= (25k) =25k. 


: РМ 7E 7 | 
1 

OM 24k 24 | 

CIK: ००४१० (ур =25 725 


59116 - 30056 
उदाहरण 6. यदि 51ап0=4 तो Sa PU {теш 


(50А, 56А, 618 


दिय हुए व्यंजक में अंश और हर में ८०59 से भाग देने पर दिया हुआ गं) 


58100 30086 | ! 
_ Cos ९088 __ 3tan0—3 


= ging 2c059  tang+2 
cosd ' coso 


उदाहरण 7. बदि sinA= — और sinB—= — हो, तो 


(i) sinA.cosB +cosA.sinB का मान निकालियोे | 


(ii) cosA.tanB+tanA.sinB का मान निकालिय | 
चकि sinA= ° e. costA=l—sinA=l D 


F 257 

4 
.. совА=—— अतः tanA=sinA/cosA = 3/4 | 
: 5 बक 


— s 
= 


फिर चू कि sinB=-; «°, co8B=1—sin?B Is 69 


.. CosB=12/13. अत: tanB—sinB/cosB=5/12 
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इसलिये (1) sinA.cosB-+cosA.sinB=> 12,4 5 
5 ` 13T sS 13 
_ 36 20 56 
= 65 65 65 
(ii) cosA.tanB+-tanA.sinB= S23 5 _ 77 
Ms UT T = вте 
2_ ha 
उदाहरण 8. यदि ९०४०-२; ma हो, तो sing और tang का मान 
निकालिए । 
सवाल 3 का चित्र देखिये | 
OM 
अब, ९086 = OP 
к ०-१ 
चूकि ००४6 = shr 
. OM ०८-0१ 
= ОР Tari 
ष्यात्‌ पहले को तरह, OM = (८१-१) k और OP = (०:+-१)४. ` 
| इसलिये समकोण त्रिभुज РОМ से, 


РМ? = OP2—OM: 
= (a+ 0°) — (a — 22/2 
= (०-४5१ (०१-5) 


= 12.4а?Ь? 
°° PM =2ab.k. 
थतः sing = РМ 2ab.k 2ab 


OP Tar ज 


PM 2ab.k 2ab 
कौर їапб= OM = Cy 


उवाहरण 9. यवि sing = ааыа सिद्ध कीजिये कि 


сов<.соѕВ 
6080 = Ет sin«.sin 
š віп« +sinf 
चूकि ४०8० гелет 
= (зіп 818) 
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_ (sin<--sinp)” 
या. LCOS > (1-Fsinz sinf)? 
- डी (sinx +sin В)? 
CO (I+ sinx.sinp)? 


(1+sinxsinB)— (sin sinB) 
= (12 sinxsin8)* 


1+ ѕіп2<51028 —sin2<x—sin3g 


= (1-Е51п«5їп В)? 


अब, अंश = (1—sin?4)— sinB(l—sinx) 
=(1—sin2<)(1 —sin28) 
= cos2<.cos28 


cos2<.cos28 


. e e 5 
do cosge (l +sin«.sing) 
А К. соѕ<.соѕВ 
у Sb -Fsin<sin В 


_ नोट; चित्र बनाकर ज्यामिति विधि से भी coso का मान निकाला i 
सकता हूं । | 
उदाहरण 10. यदि 5518 +12cos0=13, तो tang का मान निका 

(6 

दोनों तरफ соѕ0 से भाग देने पर, हम पाते हैं 


Scoss easg eos 
{ या Stang--12= 13sec 

या ° (Stang+-12)?=13sec?9 

या 25tan?9 +120tang +144= 169(1 + 
या 144tan?9—120tang--25-0 4 
ат (12їапб—5)#=0 

E या 12{апб—5=0 
या 12(819055 .,. tana = 3 
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| उदाहरण 13. यदि 89714 = 4--соѕА तो sina का मान निकालिये । (614) 


її 


a 


01 


= 


3 ا22 ع حلت ة2 ۷2ن 3:215 ددد درت 2دت ندند ک2 >2 و کن ان2 2 25 


52100 NOP RARE RE यी 


॥ उदाहरण 11. यदि 351120 — ०0४१७ =1 तो 5100 का क्या भान होगा 9 


हमें, 
या 
AT 
या 
या 


“उदाहरण 12. यदि 891१6--109168--3--0 तो sing का कया मान होगा ? 


या 
-या 
न्या 


3sin20 - ००४१७ = 1 
351120 -- (1 - 91१60) --1 
3sing—1Fsing= 1 
451026 --2 

sing = 


sing + 


मान लिया कि 5їпб=х 

82— 10z+-3=0 

22106 V102—4.8.3 10x 
2.8 16 

sing = 1/2 या 3/4 


दिये हुए समीकरण q 
8sinA—4=cosA 
(8sinA—4)2=cos2A 

645102А —645пА +16 = 1—sin A 
65sin?A —64sinA+15=0 


मान लिया कि эїпА =2 


ат 
ат. 

ат 
ऱ्या 


अर्थात्‌ ४14 = Зат 


6522—64z+15=0 
[65х15=39 х 25 तथा 64=39+25] 
6522 — 39: —252+15=0 
(6522 392) —(252— 15)=0 
13а(52— 3) — 5(52—3)=0 
(52— 3)(13=—5) =0 

Беа 

5 13 

294 
5 13 
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EXAMPLE 8 


1. 0 की समस्त निष्पत्तियों को ८०56 के पदों में व्यक्त करो, यदि 0 


/ ७ पादमेंहो। (605, 6 
१-2. 0 की समस्त निष्पत्तियों को соф के पदों में व्यक्त करो, 5 
द्वितीय पाद में हो | 
уЗ. 0 की समस्त निष्पत्तियों को ८०४९०४ के पदों में व्यक्त करो, यरि 
YA 
“ तृतीय पाद में हो । ы 
* 4. 0 की समस्त निष्पत्तियों को sec के पदों में व्यक्त करो, यदि 0 चत 
`“ पाद में हो। ( 
5. (i) यदि sino =} तो अन्य निष्पत्तियो को निकालो। (81 


| (1) यदि tanê = ६ १9 وو‎ „ nl 
यदि ४८०० ८5 तो अन्य निष्पत्तियों को निकालो | 
यदि sing =} तो ९०56 और (818 का मान बताओ | 


j . Ыы ` 
यदि cosa = — तो sing और lang का मान वताथो | 


(i) यदि sin0=./3cos@ तो सावित करो कि 


sing+cosb = ia (6% 


. 12 ` A 
| 20 afa sin 02-33 तो coso और tang का मोन वताओ। 
у (654, 695, 1 
: HS _ i 
(i) यदि cos0=,,- तो sing और ००1७ का मान aaa | 


s: 9 Ч 
(ii) यदि cosp = तो ८०९८ और ८०७ का मान बताओ। 


ç _ 9 
‚12. यदि tang = 46 तो созесё और ४९06 का मान बताओ । 


Е: 0 | 
. यदि tang = АЗ-ЕГ पो Sing और cosg का मान बताओ । ( 
4. यदि 19 = т तो | 


Sing और cos का मान बताओ । S. 


ke यदि sing = ००७७, तो sing और cosg का मान बताथो । 
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16. (i) यदि sin = 


१0 
йа तो सिद्ध करो कि msing = ४0090. 
s) यदि 41 sing = 40, तो 


tang 
1) 1 > पाठ "1 मान वताओ। (555, 594) 


न 1--001% 
(1) cog _ का मान बताओ। (674) 


17. यदि sin 0= 


b 
apa पो cos और ९०४७ का मान वतानो | 
(43А, 675, 70А) 
18. यदि cos 0= - gaT tang, ८०४९०७ और sec8 का मान बताओ | 


19. यदि 58109 =4 तो सावित करो कि secb--tang=3. (55А, 60А) 
5 Р 
20. यदि tang =5 तो sing—cos0 का मान बताओ | 


21. (i) यदि tang = =a साबित करो कि 


sinê + cos = + ay 
Vay 
7 यदि sinA = तो सावित करो कि cosA.tanA +1 = 2cosA 
yA (624, 705) 
(iii) यदि р cosg= Vq— Fp? sing तो साबित*करी कि 
q sing=p 277 (ZA) 


22. (यदि tang = तो 2 sing +y ००४७ की कीमत बताइये । 


(i) यदि tana=-2 05110 —qgcos0 
106 तो TE का मान निकालो 1 
(56А, H.S. 655) 


23. यदि tango &७18--४0088_८१--४१ 
०४२-- तो साबित करो in Fysn = Zey 
24. यदि sinA=3/5 और cosB 7/25 तो 
cosA.cosB--sinA.sinB की कीमत बताओ | 


यदि 1374 = V3 और sinB =+ तो 
sinA.cosB—cosA.sinB की कीमत बताओ। 


यदि ३०4 = 4/3 और tanB = 12/5 तो 
sinA.cosB +cosA.sinB की कीमत निकालो। (435) 


25. 


26. 
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/3 
27. यदि sina = 730 cosB = ~ तो 
V 


tanA-FtanB 
| 
TE RA ADEE निकालो 


28. (i) यदि 3sin?9—-cos”9—1 तो sing का क्या मान होगा? 


| (ii) यदि 551020 4-с0520=2 तो sing का कया मान होगा? 
29, यदि asin 4-8005१65--० तो sing का क्या मान होगा ? | 
_ 30. यदि 7 зіп?0--3с05°0=4, तो सिद्ध करो कि (७18 रु | 


231, यदि 2созес®##—5соө=1 तो सिद्ध करो कि tang=y3 | 
32. यदि 25९०१ --(81%9--8 तो tang का कया मान होगा? | 
_33. यदि 35००१ --5६81% --2 तो tang और seca का मान निकारं 
Z 34. यदि 1--sin?9—3sing. сово तो सिद्ध करो कि (81051 या|| ' 
[संकेत : ८०5१ से दोनों तरफ भाग दें ] | 
35. यदि 3876 +400४8--5 तो tang का क्या मान होगा? (Ë 
36. यदि 7sing-4-24c059—25 तो tang का क्या मान होगा ? | 
37. यदि 8зїпф-Е15со50=17 तो sing और ५९०७ का मात 
होगा ? 

[संकेत : पहले tang का मान निकाल लें] 
Ë 38. यदि 9sin0--40cosg=41 तो cose और cosec0 का क्या 


होगा ? | 
Ji 39, यदि (०६--४१)५॥७--205 c080=०१+७ तो tang का मात 
| होगा ? . (B.U. 


| स्प्रे 
| 40. यदि зесй—{апб=х तो सिद्ध करो कि singo paa 
| [संकेत : चू कि secg—tang=s .'. 8९०6 + प | 


जोड़ने पर 25806 --४-- 1 1 к 


अर्थात्‌ ltt 
cosh x 
_ w 


ч 
\\ 
=~ 


ЕРА 
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41. (i) यदि secg+tang=u तो tang का मान क्‍या होगा? 


š P. U. 
[संकेत : °° 86020 --1871%29 51 - Ll 2) 


(sec9--tan4)(secg9—tang) =1 


ө Sec0— iang = 1 
u 


अतः घटाने पर 2tang=u— < TOA: 
n=» ЕС а) | 


Gi) यदि tanA +-ѕесА =3, तो साबित कीजिए कि sina =+. 
(635) 
(Hi) यदि соѕесе--со10-=3 तो साबित कीजिए कि cos0 =$. 
यदि ८०४४ = tang तो sing का मान निकालिये। 
Ti 4(с0529—5іп6) = 1 तो cosg का क्या मान होगा,? 
यदि 297१6 ---3०059 =0 तो ८०७४ का क्या मान होगा? 
यदि 1ап?#--зесб—5 = 0, तो सिद्ध करो कि 0080 = 
यदि 25९०9 -712764- 1 =0, तो सिद्ध कीजिये कि 
Ja ८०॥=2यॉई = ~ , 
यदि a(2+tan?9)- (1+-:)९०0 =0 तो 5९०0 का मान F 
निकालिये। (Н. S. 67А) 
यदि созӣ +secg= 5/2 तो tang का क्या मान होगा ? 
यदि 2(6७७--१/2) २35०08 तो 1398 का मान निकालिये । 
; (54А) 


50. यदि tan а= 510<—Сс05< तो सिद्ध कीजिये कि 


Sini ¥ COS 
(i) w2cosg =sin<--cos< 


(ii) ¥/2sing =sin<—cos< 


S1. यदि сову ९०४९ ८०५४ _ सिद्ध कीजिये कि 


1-Е5їп« sinf 


sinx +sinf 


зше 1--510<.5іпВ 
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52, यदि 14-4१=५७९० तो सिद्ध कीजिये कि 


1 
sec --1878-52/ या эў 


1+ 
[संकेत :. दिये हुए सम्बन्ध" से, ९००८-4 


— | 
19118 55 £ 4k 


53. यदि 1-4१-५ ००58906 तो सिद्ध कीजिये कि 


PE 1 
cosecb+cot0=2f या СТЕ 
54, निम्नलिखित समीकरणों में, प्रत्येक दशा Ñ tang का मान निकाशि 


(1) sin0+2cos0=1 

(Н) 2sin22+3cos0=3 
(iii) 6со5°04-1151п0==10 
(iv) 3cosec20=2sec0 


4k? 


(v) cosecp—2sing=1 
(vi) tang+sec0=+/3 
(УН) 1{апд-Есо1@=2 
55. а{«{ап«(зес<--{ап«)—=14 तो सिद्ध कीजिये कि sin<=1 
[संकेत : दिये हुए सम्बन्ध से 


secx+tan<= 1 
2tan< 


1 


es Sec<x—tan<=—  “ = 
вес + tana 2tan< 
seca—3tana дт — Í ے‎ sint 
COS< COS 


.. 3sin<x=] ат 0084--0] 
56. यदि COsS0=cos<cosB तो साबित करो कि 
sin? = sin +5102 8—sin*x.sin®8 


57. यदि cosg— 0S c0sBcosY 
००५७ sinBsiny तो साबित करो कि 


sing= V(1—costx— созїВ—сов?®у-ф2соз«СО8 
sinBsiny 
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82880 NAKO h iers oF Ore 
58, यदि т tan z=tan nz तो साबित करो क्रि 


(9з NI 2 na 
sins / ~ 1+(n-—Dsin% 


[हल : दिये हुए सम्बन्ध से 


ntaniz=tan™nz 
эй nsinis sininz 
cos _ 60652 
| sin? nz 7020052 2 
घा ८05१५०८ n 


Sin ` Cos: —secinzcoshr 


= (1+tan2z)costz (I -Ет(ап?х)соз® 


na na 


= coszFnisints 7 I—sin x Fnsinz 


л? s 
MEE т 
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अध्याय ५ 
कुछ विशेष कोणों की त्रिकोणमितीय निष्पत्तियाँ 


TRIGONOMETRICAL RATIOS OF SOME 
SPECIAL ANGLES * 


x x эү 


5:1. इस अध्याय में कुछ विशेष कोणों के साथ सरल ज्यामितीय रीति के 
द्वारा त्रिकोणमितीय निष्पत्तियों का मान निर्धारित किया जायगा। ये विशेष | 
कोण 0°, 30°, 45°, 60° और 90° ё | | 


52, зо°( 1-5) के कोण की निष्पत्तिया-- 


‚В मान लिया कि АВС एक समत्रित्राह 
त्रिभुज है, जिसकी हरेक भुजा-2». Ай 
AD | ВС पर खींचा | इसलिये D, ВС 
का मध्य विन्दु हुआ। अर्थात्‌ BD 10057 
` और / BAD=90°—/ ABD 

р =90°—60° =30° 


अब समकोण त्रिभुज ABD में 
AD? = AB?— Вр? . 
= (2ж)%—х% = 3: 
5 AD=y 3z 
इस प्रकार ७1307 BD = 1 
АВ ` 2 2 
९0५9300 = AD Ж V3» n 3 
AB ` 2⁄2 — 2 
‹ап30° BD. _ N A 
AD = 35473 
इसी तरह cot30° = /3 
sec30° = 2 
м3 
और соѕес30° -- 2 
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नोट :— चार की निष्पत्तियाँ हम इस प्रकार भी निकाल सकते हैं 1 


डा о 5in30°_ 1 
उदाहरणाथ tan30 EZ 


сої30° = а= 3 इत्यादि । 


5.3. 45°(या — ) क कोण की निष्पत्तियाँ :— 
मान लिया कि ABC एक समकोण 
समद्विबाहु त्रिभुज है जिसमें / С=90° 
/ ABC=/ ВАС= 45°. 
मान लिया कि BC=CA=2. 
अब, АВ?=ВС?-+СА* 
=22--22=22% 


Ё : AB=\/22 
है AC “x _ Д. 
59 अकार sint5°= B= Tiz = 


ВС = t 
cos45°= aB N2 
C “z Li 


tan45° = अममः 
इसी तरह ९०45°= 1 
86९45" -- ९/2 
"और €०७९०८45°= ५/2 
5.4. 60° (या =) के कोण की तिष्पत्तियाँ :— 


मान लिया कि ABC एक समत्रिबाहु 
त्रिभुज है जिसकी हरेक भुजा=22- А से 
AD | ४80 पर खींचा। इसलिये D, BC 
का मध्य बिन्दु हुआ | 


अर्थात्‌ BD= DC =2:- 
अब समकोण त्रिभुज BAD में 3 
AD2— AB2— BD? 
= (2x) — z? = 32 Ba "कळ G 
Ар=%ү3х ४2 
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अव AABD से चू कि / 8810-60? 


лс АЮ Nis 3 
इसलिए sin 60 ABE 2 
BD Ez 1 
cos 60 = AB = Ja => 
tan 60% माप — = 3 इत्यादि इत्यादि। 


5.5. Symbols 0 and с (शून्य तथा अनन्त) f 
इसके पहले कि हम 0? और 90° की त्रिकोणमितीय निष्पत्तियाँ निकाले, यह | 
बता देना आवश्यक है कि 0 और с (infinity) का गणित में क्या अर्थ है। | 
"गुरू में यह जान लेना आवश्यक है कि 0 और < कोई संख्या नहीं है जिस 
-अथ में हम प्राकृतिक संख्याओं 1, 2, 3, 4,... आदि को लेते Š | इनका निरूपण 
एक विधि द्वारा किया जाता है जिसे सीमा (limit) कहते हैं । | 
इसके लिये हम दो साधारण सा उदाहरण लेते हैं :--एक भिन्न वाला क्षौर 
'दूसरा प्राकृतिक संख्याओं का | पहले हम नीचे दिये गये पदों के क्रम (sequence) 
पर विचार करते हैं । | 


Is ا‎ 

यह स्पष्ट है कि इस क्रम में जँसे-जैसे हम आगे बढ़ते हैं, पद का माने क्रमशः 

'कम होता चला जाता है। पहला पद (term) है 1, दूसरा है ‡ जो पहला पद 
से छोटा है, तीसरा पद है $ जो दूसरा पद से छोटा है और इसी तरह से इस ऋ 
में कोई भी पद पहले आये हुए पदों से कम है। किसी भी स्थिति में किसी पदे 
का ATT पहले आने वाले हरेक पदों से छोटा है। अब सवाल उठता है कि अगर 
“हम इस तरह आगे बढ़ते जायें तव हम कहाँ че | अगर 100 at स्थान पर 
पहुच जायें तो उस जगह पद का मान होगा T अगर 10° वाँ स्थान पर. 


г: 1 © 44. 
पहु चे तव वहाँ पद का मान होगा тоз अगर 10° वाँ स्थान पर पहुंचे तब 


: Е 
वहाँ पद का मान होगा TOT: इस तरह जेसे-जंसे हम आगे बढ़ेंगे पद का म॑ 


“बिल्कुल कम होता चला जायेगा और कभी हम एक ऐसे स्थान पर पहुंच जाय 
कि उस š I 

स्थान i ЧЕ का मान इतना कम हो जायेगा कि उसका अन्दाज saf 
मुश्किल हो जायेगा । उदाहरणाथ 100100 स्यान पर पद का मान (यानित 7 
“इतना छोटा हो जायेगा कि उसे हम नहीं? के बराबर मान छेते हैं। कह 


„р. 
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मतलब है कि अगर हम हर (denominator) को जितना चाह उतना बड़ा बना 
दें तव हम भिन्न (Fraction) को जितना चाहें उतना छोटा बना सकते हैं। 
ag जो हमने “नहीं के बरावर शब्द व्यवहार किया है वह गणित में सांकेतिक 
रूप में 0 द्वारा प्रकट किया जाता है | यह तो अब तक स्पष्ट हो गया कि 0 कोई 
संख्या नहीं है बल्कि किसी विधि (Process) कीः सीमा (limit) ë | limit को 
चिन्ह-? द्वारा सूचित किया जाता हे | 


E दूसरी ओर, हम पुर्णा क संख्याओं के निम्नलिखित क्रम पर विचार 
कर 


और सोचते हैं कि अगर हम इस क्रम के अनुसार आगे बढ़ते चले जायें तव हमः 
कहाँ पहुँच जायेंगे | यह स्पष्ट है कि हम जेसे-जंसे आगे बढ़ते हैं पद का मात. 
क्रमशः बढ़ता चला जाता है और पहले के विश्लेषण की तरह हम दिखला. 
सकते हैं कि अगर हम इस तरह आगे बढ़ते चले जायें तव हम एक ऐसी जगह. 
पर पहुँच जायंगे जहाँ पर पद का मान कितना बड़ा है इसका अन्दाज लगाना 
मुश्किल हो जायेगा । इसका मतलब यह हो गया कि जैसे-जैसे हम आगे 989 
हम संख्या को जितना चाहें बड़ा से बड़ा वना दे सकते हैं । इस बड़ी से बड़ी 
(infinitely large) संख्या को सांकेतिक रूप से चिन्ह*(अनन्त)द्वारा प्रकट करते 
हैं । यह तो स्पष्ट हो गया है कि = कोई संख्या नहीं है बसि किसी process 


की सीमा (limit) है। 
अब हम ऊपर के उदाहरण को निम्न प्रकार से क्रम में लिखते हैं :-- ` 
| те 
770 


= 


हम यहाँ पाते हैं कि # वाँ पद = उ =. लेकिन n का मान बहुत बड़ा लेने 


से ६->0 और n— =. अतः इस उदाहरण में अगर हम हर को जितना चाहें 
छोटा बना दें तो हम भिन्न को जितना चाहें बड़ा से बड़ा बना दे सकते हैं। 
संक्षेप में 0 छोटी से छोटी ( धनात्मक ) संख्या का नाम है 1 इसका कोई 
संख्यात्मक स्तित्व (numerical existence) नहीं हैं, बल्कि जब हम 0 शब्द 
का व्यवहार करेंगे तब उसका अथं होगा कि संख्यां इतनी छोटी सी छोटी 
है कि उसका अनुमान लगाना मुश्किल है। इसी तरह से अनन्त (८) से 
बोध होता है कि संख्या इतनी बड़ी है कि अन्दाज लगाता मुश्किल है | और 


जेसा ऊपर बतलाया जा चुका है अगर हम हर को जितना चाहें छोटा TE 


तो हम भिन्न को जितना चाहें बड़ा से बड़ा बना दे सकते हैं | 
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5.6. हम इसी विचार धारा को काम में लायेंगे जव हम 0° और 9 
की निष्पत्तियों पर विचार करेंगे । 


हम एक समकोण त्रिभुज OPM पर विचार करते हैं जिसमें ami 
इस त्रिभुज में M को छोड़कर न तो LO या न Р ही समकोण हो सकता| 
чай ऐसी दशा में दूसरा कोण 0 के बरावर हो जायेगा और त्रिभुज का को 
faa ही नहीं होगा । हम जानते हैं कि किसी त्रिभुज में तीनों कोणों | 
जोड=180° और यदि दो कोण 180° (90°--905) के बराबर हो तो 0 
कोण का मान क्या होंगा? अलवत्ता हम / О को अगर जितना चाहें 90° 
नजदीक ला दें तो LP को जितना चाहें 0° क नजदीक ला सकत RI आ | 
तरह से हम LO को जितना चाहें 0° के नजदीक ला दें तो LP को जिता 
“चाहें 90° के नजदीक ला सकते Ë | ज॑सा ऊपर कह आये हैं, /.0 या LP, १ 
या 0° के बरावर तो कभी नहीं हो सकता है । | 


5-7. 0° की त्रिकोणमितीय निष्पत्तियाँ 


मान लिया कि ОХ आदि रेखा है और ОР भ्रमण रेखा है जो विपरी 
š दिशा में घूमकर / POX=0 їй 

- है इस तरह से कि / РОХ छोटा । 
ҹы ' छोटा कोण है। P से PM रेखा 08 | 

г 
x 


पर लम्ब खींचा | 


इस परिस्थिति में जव हम LPM 
/ को जितना चाहें छोटा बना देते हैं गे 
Р PM को हम जितना चाहें छोटा 
छोटा बना सकते हैं और ОР को हम जितना चाहें ОМ के बराबर йй 
म्ला सकते हैं | 


अर्थात्‌ जब 900, PM—>0 और OP+OM. 


अतः परिभाषा के अनुसार, singo М 
नुसार, sing OP 


पडन विव PM 
А 51п0= Lim OP 
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А . PM 0 
0°= ама 7. 
अर्थात्‌ sin Lim OP =OP =0 
OM _ОР 
OP =0р =! 
. PM .0 
tan) = шшс? сы Ж. 
10 LinoM = ом=0 


. OM ОМ 
cot0?= Lim M = 0 = (अपरिभाषित) 


इसी प्रकार с050° = Lin 


„у ०) OP 
56९20 =Мтбсуү=р-=1 


. ОР 
соѕес0° = Lim PM =% =œ (अपरिभाषित) 


[Lim wa limit के लिये व्यवहार किया गया है] 

5.8. 90° (215 ) की त्रिकोण मितोय निष्पत्तियाँ : 
मान लिया X'OX आदि रेखा है और ОР 
परिश्रमण रेखा € जो घड़ी की विपरीत दिशा में 
WaT / POX= 0 कोण बनाती है इस तरह से 
कि कोण 0, 90° के बहुत ही नजदीक का कोण 


है; अर्थात्‌ 6 और 90° करीब-करीब बरावर 8! 
इस दशा में दो परिस्थिति उत्पन्न हो सकती है जबकि 0? प्रथम पाद में है 
और ОР द्वितीय पाद में है। 

P से PM । XOX खींचा! 

Case I. जब ОР प्रथम पाद में हे अर्थात्‌ जब 0, 0° और 90° के बीच 
| 

इस परिस्थिति में जब हम ४ को जितना चाहें 90 के बराबर बना दें तो 
ОМ को इम जितना चाहें छोटा से छोटा बना दे सकते हैं और РМ को हम 
जितना चाहें OP के बराबर बना दे सकते हैं | 

अर्थात्‌ जब 0—90°, OM—>0 भोर PMOP. 
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अतः परिभाषा के अनुसार 
sind = ЕМ 


ОР 


पु Lim si Š PM 
кея m 5100 = Lim Ор 


अर्थात्‌. sing = OP — 1 


<. ST ШШШ A gee y t= n 2 А 22925 


OP 
इसी प्रकार cos90°= Lim A P =0 
tan90° = итү = ОР =œ (अपरिभाषित) 
९०900? काता = =0 
६९९98 -- Lim Әр = OE = (अप रेभाषित) 
९०५९९90१-- Lino — ӘБ =1 


К यह्‌ स्पष्ट है कि tang (और 56०४) का मान सदा धनात्मक है और जौ 
बसे 6 कम मानों से (lesser values) से 90° की तरफ प्रवृत्त होता है, (१॥ 


(और seco) +o की तरफ प्रवृत्त होता है। इसको सांकेतिक रूप में इस d 
सूचित किया जाता है :— | 


Lt ( tang 
8८०७ |THE जब 6->900-- 


Oase II. जब ОР द्वितीय पाद में है š 
अर्थात्‌ अब 6, 90° और 180° 
बोच में है। Е ү 


हसमें शी; वही स्थिति है जो Case में है, फक सिफ इतना ही है कि 
ОМ, दिशाओं के चिन्ह के नियम के अनुसार ऋणात्मक Š | 
फलस्वरूप (8190० और ес509—= — < 
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अर्थात्‌ जब > वड़े मानों से 90? की तरफ प्रवृत्त होता है (апат ५९८6), 
जो ऋणात्मक है संख्यात्मक रूप से बहुत बढ़ जाता है। इसको सांकेतिक रूप से 
इस प्रकार सूचित किया जाता है :-- 


Li tang 
i 5९08 } =-= जव g—90° 


इस प्रकार हम देखते हैं कि एक दशा में जब 6, प्रथम पाद में है और 90° के 
बहुत करीब है तब tang (या sech) का मान धनात्मक है और बहुत बड़ा है और 
~ м 2 ° З 
दूसरी दशा में जब 0 द्वितीय पाद में है और 90° के बहुत करीव हे तव tanë 
{या 8९06) का मान ऋणात्मक है और संख्यात्मक रूप से बहुत बड़ा | अतएव 
जब 0=90°, (810(या sech) निरथंक है, इसलिये अपरिभाषित है। 


नोट : इसी तरह ८०:0१, ००98०0० आदि पर विचार कर सकते हैं जो 


अपरिभाषित हैं अर्थात्‌ निरथंक हैं (धारा 57 के चित्र से दोनों स्थितियों की 
-तुलना कीजिये 1) 


5.9. Summary : उपयुक्त परिणामों को निम्नलिखित सारणी के रूप में 
सहज ही एकत्रित कर सकते हैं। 


Eu : 


शेष निष्पत्तियाँ सारणी में दी गई निष्पत्तियों में से किसी न किसी का 
reciprocal हैं, इसलिये उनका मान अपने reciprocal का मान उलट देने से 
मिल जायेगा। 


N 
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5.10. 90°—в की त्रिकोणमितीय निष्पत्तियाँ 
मान लिया कि A ОРМ एक स 

कोण त्रिभुज है जिसमें / М समकोण । 

90% मान लिया कि / РОМ =0 x 

¿ OPM=90°—; ` 


98 


अब Sin(90°—0)=sinOPM ` 


О A) M =-Op сов РОМ =созӯ 
cos (90°— ¢) = EM =sing 
tan (90° 9)= эм. =cot0 


इसी प्रकार cot (90° 9) =tan0 
„sec (90° — 0) २९०५९९७ 
cosec (90° —g)=sec0 


साधित उदाहरण 


उदाहरण 1. मान बताइये :— 


(i) cos?450--sin330?—cos?30"--tan?60” 
(Й) 5їп45°.соз30°— cos45°.sin30° 


(ш) sect /6б.зес?л]4 + tan°>|3_sin%z|2 
Я 4 Ж]. a ] \3 332 
(1) इष्ट a= (75) +(5) -(%) +(/зу 


2+1-3+12 


1-8 


1 V3 °1 
ii = , ४०_ l 1. 
Gi) इष्ट Vi 2*7 


१/3--1 
2V2 ЦЕ. 
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99 
| a 2 4 
| (iii) sec ह sec? Тап? sin =-3-2+3.1 
| E 
7350 
тп сл 2. यदि 0=30° तो निम्नलिखित प्रन को सत्यता की जांच 


की जिये 

81126 = sin0.cos0 
हल : बाम qar=sin2.30°=sin60°=+/3/2 
ओर दाहिना qar= 2.sin30°.cos30° 


=2.1.У3_у3 
22322 


बाम पक्ष =दाहिना पक्ष | 
FATE 3. सिद्ध करो : ४1165" --00542"--००६25०- 8148" 
चकि sin65°=sin(90°—25°)=cos25° 
आर cos42°=cos(S0°—48°)=sin48° 
sin65°-co0s42°=c0s25°--sin48° 
उदाहरण 4. सिद्ध करो कि :-- 
cos35°.cos55%°=sin35°.sin55° (56S) 
हमें  cos35°=cos(9(2 —55°)=sin55° 
तथा cos55°=cos(90°—35°)=sin35° 
इसलिए गुणा करने पर, ं 
cos35°.cos55°=sin35°.sin55° 
उदाहरण 5. सिद्ध करें कि :-- 
tan32°-T-cot539—cosec80° 
=tan37°+-cot58°—sec10? (57А) 
हमें  tan32°=tan(90°—58°)=cot58° 
cot53°=cot(90°—37°)=tan37° ` 
'तथा cosec80°=cosec(009—109)=sëc10° 
tan32°-cot53°—cosec80? 5 
=cot58°-+tan37°—sec10? 
эт: परिणाम | 
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उदाहरण 6. सरल करो :-- 
(i) sing.cos(90°— 9)4- cos0.sin(90° -— 0) 
en tang 81170 | 
(0) —osm905—2)  sin%s0°—sa) 
हल : (i) 51п0.с05(909—0)-+-со59.11(90°— 6) | 
==sin0.sin0-+-cos0.cos0=sin°0--cos30=1 x 
फिर (И) cos*(90°—20)=sin%0 
और 510909 — 0) =с0520 . 
18176 _sin®g | 
sind cos? 


अतः दिया हुआ व्यंजक= 
==5ес20—1ап20=1 


उदाहरण 7. साबित करो कि किसी त्रिभूज ABC # 


BLE А 
sin 2 TAR 
प्रमाण : ५" A+B+C=180° 2. В+С=180°—А | 
BEE MOA A | 
овоон F039 | 
WB COTA А 
~, sin =sin (90 —— )=cos>- 
उदाहरण 8. यदि $129=९0536 तो 6 का मान बताओ | (0 
यहाँ 81120=с0830=1п(90°- 30) | 
त 20=90°—30 या 565900 „‚ o=! 


उदाहरण 9. यदि tang=cot20 तो 0 का मान बताओ | 
यहाँ  tang=cot20=tan(90°—29) Р 
= ` ` 6=90°—20 या 392900 .. YA 
. EXAMPLE 9 | 
4. निम्नलिखित प्रश्नों की सत्यता की जाँच कीजिए। 
(1) 5102609—с0з2600__ 5іп2459__0 
(ii) sin2900— tan345°-Lsec30°—1 
(iii) tan60° Cos30°-Lcos0°,sin30°-Lcct45°9,sin( 
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(iv) 5ес24594-с01230° - 2cos0° —2sin90°— 1 
(у) (cos0°+ 19130? +sec30°)(sin90°-Ltan60° 


: —sec60°)=2 
.2, इनका संख्यात्मक मान निकालो :-- 


(i) sin90°--cos0°--sin30°--cos60° 
(ii) cos30° + tan45°+-cot60°--cosec90°.cos0° 
—sin30°.tan60° 
(iii) sin260°.cosec30°——2sec245°-L3cos60°.tan45° 
_ +sin?90° 
(iv) (а060°.с0530°— соѕ0° — sin30° +tan45°.cos90° 
(у) 1а00° 4- со530°.со13097—соѕ60°— соѕес90°.5ес0° 
| (vi) cos245°—sin0°—sin30° +2sin45°—sin90° 
ша (vii) tan?307--2sin60"--tan45”—tan60?--cos?30? 
| (65А) 
(viii) cosec30°—cot230°--cos60°-cos30°--cot?45? 
ë (65S) 


(ix) c01?30?—2c0s?60?—-sin'45?—4sin'30 (664,705) 


| (х) 3tan*45°—sint60°—JIcot230°-Fi3sec345° (678, 695) 
| 3. यदि 0=30°, तो निम्नलिखित तादात्म्यों (Identities) की सत्यता 
की जाँच कीजिये 1 

° 21910 
(i) sin29=2sin9.0080 = TFiang 


x š Lan 
x (ii) соѕ29=с05%0—51120= tang 
| ` 


2tan0 
1—tan20 

(iv) sin32—3sin0—4sinš0 
(у) cos30=4cos20—3cos0 

(vi) ००४०७ sin --1--39176.00870 

4. यदि A=30° और 8-60", तो सिद्ध कीजिये कि 

G) sin(A+B)=sinA.cosB+cosA.sinB 
(ii) sin(A—B)—sinA.cosB—cosA.sinB 

(iii) cos(A-+B)=cosA.cosB—sinA.sinB 

(iv) cos(A—B)-cosA.cosB--sinA.sinB 


(iii) tan29— 
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Е tanA+tanB 
(v) tan(A+B)= 1—{арА .ќапВ 


š tanA—tanB 
(vi) їап(А—В)=т ताज, छम छ 
5. सिद्ध करो कि :-> 

(i) 2tan30°.sin60°=tan45° 


(ii) cos30°.cos60°-Lsin30°.sin60° 


=tan60°.sin45°.cos45° 
l+tan हुए Ising 
Ж 1—tan 5 Я क 
6 
(iv) ज्र cot T T 
AA व = =1+sec-s- возес-у 


т т | 
(у) (tan cot g Fsecg-)(tan +cot—— _ вест) | 


2 л 
= 00860 4 
. Т . T т т 
sm — 510 == sec— —tan— 
бу ы Эш ИП 4 
T m T т 
cos +cos — үс 1р. 
4 3 ९०३८६३ исо 


т T 
yA Cos?— —cos? — 
(vii) апа co? =— ह 7००४ ड 


. 6 3 
6. सिद्ध करो = 


‚у (I—cosA)(1--cosA) 1 
O зтлу епа) = उ जब 35307 
„у SinA-FsinB 

0) AL -+ЕсозВ ~ | जब À - 30°, B=60° 


मक | 
HI) =—_ = : 
(ш) сога шв =š जब А = 45°, B=30° 
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(sinB--secA)colC 
९१) tanC— cosA+ cosecB = ४2३ जब А=30°, B=45° 
; और С=60° 
cotA їапА 3 


(У) 2COtA—cot3B T 3tanA—tan3B 2 
जब A=45°, В=15° 


‚ 81557 -- ००४25? =cos35° +sin65° 


sin! 8° +cos36°=cos729°--sin54° 

cos25°.c0s65° = 51125°.51п65° (58А) 
sin9°-Lcos54°-+tan63°=cos81°+sin36°+cot27° 
sin75°—sin]5° _ 


cos15°—cos75° 

हल करो :— 

sin0=cos20 13. cos20=sin30. (6 ३,649) 
tan40 = 00166 15. sec50=cosec70 

सरल करो :-- 


51п(90°— 0)1ап(90°— 4) 
sec(५0° - 0) — со1(90°— 0) 


tan9--tan(902—9) 
соѕесе —со$(90°— 0) 


cos0.tan(90° — 6)ѕес(902— 8) 
1ап0.с05(909—0)соѕес(909— 6) 


sinĝ.tan(90°— 0) 


їапф.їап(90°— 6). соз(90°— 0) 


सिद्ध कीजिये कि 
sin35° + 51п210°-4-51п15°+-... 4510859 sin 909= 9% 
[संकेत ! sin*85° =sin*(90°—5°)=cos*5° 
sin380°=sin*(90°—10°)=cos*10° 
sin?75°=sin*(90°—15°)=cos%15° इत्यादि | 
“दी हुई чүбе 10259 віп2109--1п215°--..- +5140? 
+-51п245° 


4-со5°40°-+ соз?35°-Ь... --००४१5१-- sin290° * 
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= (51п5°--с05°59)-+- (119109 -cos8109) +I 
8 पद तक--811245 + sin290° j 
=8-+-३+1=93] 
21. sin26°--sin212°-Lsin218°--...--sin284° -+ sin90°=8 
9т 
22. k 2 
sin +sin 18 +sin 18 +... +510 $ = 5 


23. cos cos +०० +009 का मान निकालिये। 


(Н. S. 605, 704 
24, सिद्ध कीजिये कि | 


tan9°.tan27°.tan45°.tan63°.tan819=1 (Н. S. 604) 
25. यदि 4n<=%, तो साबित कीजिये कि | 
` ‘tanxtan2x tan3<...... tan(2n—2)x.tan(2n—1)x=1 
[संकेत : (2n—1)th factor=tan(2n—1)< 


=tan(2n<x—<<) 


=tan(— _ <) 4n<=% 
=cot<x 
इसी तरह (2n—2)th factor=cot2< 
(202—3) „ ,, =cot3< इत्यादि। ; 
इसलिये दी हुई राशि के पदों को दो-दो करके प्रथम पद अन्तिम पद| , 
साथ, द्वितीय पद, अन्त से दूसरे पद के साथ इत्यादि प्रकार से लेने से हम देह 
हैं कि प्रत्येक जोड़ो का गुणनफल 1 है। अतः राशि का गुणनफल जोड़ा 


लगाकर राशि के मध्यवर्ती पद के बरावर होगा जो कि 18194 है । Fi 
tannX=tan a E 
भतः गुणनफल =1] [ 
26. एक वृत्त में जिसकी त्रिज्या 4” है एक चाप केन्द्र पर 120°% i 
कोण बनाता है, तो जीवा की लम्बाई बताइये और केन्द्र से ह| 

दूरी क्या है? | 
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अध्याय ६ 


त्रिकोशमितीय निष्पत्तियाँ (पुनश्च) 


TRIGONOMETRICAL RATIOS (CONTINUED) 


6.1. पिछले अध्याय में उन कोणों के वारे में विचार किया गया है जो एक 
समकोण (90°) से छोटा है और जो धनात्मक है । लेकिन बहुधा हमें उन कोणों 
पर भी विचार करना पड़ता है जो 90° से बड़े हैं या जो ऋणात्मक कोण हैं। 
इसलिये ऐसे कोणों के त्रिकोणमितीय श्रितों को न्यूनकोण के श्वितों में व्यक्त 
करना आवश्यक हो जाता है | इस अध्याय में हम यह दिखलाने की कोशिश 
करेंगे कि यह किस तरह प्राप्त किया जाता है | 

6.2. (—в) को त्रिकोणमितीय निष्पत्तियों को 9 के पदों में व्यक्त 
“करना | 

मान लिया कि ОХ आदि रेखा है 
और त्रिज्यक रेखा ОР घड़ी की प्रतिकूल 
दिशा में चलकर / РОХ=6 कोण 
वनाती है । / ХОР के बराबर कोई 
ऋणात्मक कोण / р,ОХ= —6 बनाया 
(जब कोई {узда रेखा ОР, घड़ी 


. की अनुकूल दिशा में चलती है और 
—Р,0Х=/ ХОР तो कोण -8 
जनता हे |) 

P से PM और P, से P,M, लम्ब 0% पर खींचा | 
अब A"OPM और OP,M, में 
£ OMP=/_OM,P,, हुरेक=90° 
2. POM=/_P,OM,, हरेक=0 
और OP= OP, 
इसलिये दोनों Бтз सब तरह आपस में बराबर है। 


*« संख्यात्मक रूप से PM =P;M, 
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ओर OM=OM,. इस दशा में बिन्दु М और М, सन्निपाती | 
dent) हो जायेगा | 
अतः P,M,= = PM 


PM : 
अतएव و =( )داه‎ = — ОР = — 51109 
cos(—0)= ठः = = = 0058 
(0 = CM = OP ——tang इत्यादि | 
1 


जब 8 प्रथम पाद में है। 6 पर इस तरह का कोई प्रतिवन्ध नहीं है। वह द्विती! 
पाद, तृतीय पाद या चतुर्थ पाद किसी में भी हो सकता है। लेकिन किसी 
परिस्थिति में परिणाम वही आयेगा जो ऊपर प्राप्त हो चुका है। Fam 
दूसरी परिस्थितियों के लिए चित्र खींचकर अपना शक मिटा सकते हैं। M 
वाली धारा के लिये भी 0 प्रथम पाद में ही दिये हुए होंगे । 
6.3. 90°40 को त्रिक्रोणसिती 4 निष्पत्तियाँ । 
p Y मान. लिया कि OX आदि © 
है ओर त्रिज्यक रेखा OP घड़ी š 
प्रतिकूल दिशा में चलकर / РОХ= 
कोण बनाती है | फिर त्रिज्यक © 
М; О М X उसी दिशा में आगे बढ़कर 011 
qg ч जाती है जहाँ / ХОҮ=90°. इसके बाद वह आगे चलकर OP, TCK 
जाती है इस तरह से कि 
Z १056 .', / P,OX=90°+80 
P से PM और P, से PM, लम्ब %'0% पर खोंचा | 
अब AF ОРМ और OP,M, š 
ZOMP-/ OM,P,, हरेक = 90° 
~POM=/ OPM, हरेक =6 
और OP=OP, 
इसलिये दोनों त्रिभुज सब तर + 3 
इसलिये संख्यात्मक रूप ч шу Үү; 
2 irs 1 
य =P जी और OM =Р,М, 
boon < PM, = OM ` 
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б М ОМ 
झतएव Sin(90° +) | “бр 5५०७० 


соѕ(90°+-0)= OP: = = М. — sing 
1 


tan(90°+0)= ठ्य _OM _ _ epg 
== 


ОМ, —PM 

cot(90° +0)= М, = OM —tan0 

sec(90°+6)= OR =- = —eosecg 
OP OP 

о$ес(90° => = ے‎ 
cosec(90°- 0) PM, 7 OM seco 
५6.4. 180° की त्रिकोणमितीय निष्पत्तियाँ। 
इस तरह हमलोग आगे बढ़ते हैं । 


sin(180° —9)—sin(9024-(902—9)) 
=sin(90°+ A); यदि &>90०-6 रखा जाफे 
= ००५७(धारा6'3 से) 
=cos(90°—2), А का मान TALA 
= sing (धारा 5.10 से). 
इसी प्रकार cos(180°— 6) = cos(90°+(90°—6)} 
= —sin(90°—í) = —С050 
और tan(180°—g)=tan(90°+(90°—0)) 
= —cot(90° — 60) = —tanB इत्यादि | 


ज्यामिति की विधि से 180° की त्रिकोगमितीय निष्पत्तियाँ 


मान लिया कि ОХ आदि रेखा алм 
© और त्रिज्यक रेखा 0? घड़ी की жс 
प्रतिकूल दिशा में चलकर /РОХ P 
=0 कोण बनाती है। फिर त्रिज्य / 
रेखा उसी दिशा में आगे बढ़कर OX уч x 
तक जाकर यानि /xox'=180 М 0 M | 
कोण बनाकर रूक जाती हैं और इसके बाद विपरीत दिशा (घड़ी की अनुकूल _ 
दिशा) में चलकर ОР, पर ठहर जाती है इस तरह से कि /-% 02, 


RS z 
CC-0.Panini Kanya Maha Vidyalaya ai ciini ७ 
s x А. О AA SF 


yog Digitized by Arya 5408+%४॥४४! O 


इसलिये /_P,0% = 180° 6 
P से PM और P, से P,M, AFF XOX पर खींचा | 
अब A” ОРМ और ОР,М, में 
/.OMP=/_OM,P,, हरेक = 90° 
/ РОМ = / P,OM,, हरेक = 0 
और OP =OP, 
“इसलिए दोनों त्रिभुज सव तरह से आपस में बरावर हैं | 
संख्यात्मक रूप РМ=Р,М, और ОМ=ОМ, 


"अर्थात्‌ Р,М,=РМ और OM, = —OM 
а РМ, РМ 
अतएव आ॥(1807-. 0) - -= AA si 
( 0) = op =p = sin 


cos(180°— p) = ОМ! _ —OM 


= — — -— = 


WA = ЖОР тшд 
tan(180°— 0) = Mı РМ 


0.5. 180°--0 की त्रिकोणमितीय निष्पत्तियाँ । 
TAT कि धारा 6.4 में बतलाया जा चुका है, हमें 
Sin(180°4-0) = sin{90°+-(90°--6)) = cos(90° 4-6) = —sing ` 
-cos(180°-+ 0) = cos{90° +(90°+4)} 
= —sin(90°--g) = —cosg 
`tan(180°--o) = tan{90°-+ (9094 ७) 


= —С0{(90°-- 0) = tang 
ज्यामिति विधि а: 


AA far कि ОХ आदि wal 

हा Эх और त्रिज्यक रेखा ОР घड़ी की प्रति 

/ ç दिशा में चलकर / POX = 0 कोण 
To Š А ix है। फिर त्रिज्यक रेखा उसी दिशा | 
, [ i Му ` यागे बढ़कर OX तक पहुँच जाती है 

р, ye 00 2 ХОХ'=180° (यानि ХОХ! 
рг ; सीधी रेखा में है) । इसके बाद वह 

आगे चलकर 07, पर ठहर जाती 

तरह से कि / 0,0%-86. | 
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L P,OX=180°-+ 0. 

P से PM और P, से P,M, लम्ब X'OX पर खींचा | 
अब A"OPM और OP,M, में 

ZOMP-/ ОМ, हरेक --90० 

/ РОМ=/ P,OM,, = 

और 07-07, 
इसलिये दोनों YT सब तरह से आपस में बरावर हैं 
इसलिये सख्यात्मक रूप से (numerically) PM=P,M, और 


OM=OM, 
अर्थात्‌ P,M,——PM और OM,=—0M 


अतएव 811(180°-6)= लो ZPM ing 


== 

cos(180°-+- 6)= OM: ==9M ووو‎ 

tan 180°+0)=- OM = OM tant, इत्यादि | 
1 


6.6. (270°-=0) की त्रिकोणभितोय निष्पत्तियाँ। 
270°-=0 की निष्पत्तियों को भी पहले की भाँति रेखागणित के चित्रों के 
हारा ө की निष्पत्तियों में व्यक्त किया जा सकता है 1 लेकिन यहाँ हम बीजगणित 
के माध्यम से ही, उन परिणामों की सहायता से जो पहले प्राप्त हो चुके हैं, निरू- 
पण करंगे | यथा, 
sin (270°-Lg)=sin(180°+(90°+0)) 
——sin(909-9)——cosg 
соз (270° -- 6) -<००५180०--(90०--8)) 
= —cos(90°--0)=sin0 
tan (2707 -। 0) =tan{180°+-(90°+0)} 
=tan(90°+6)=—cotd 
भौर sin (270° 6)ғ11(180°--(902—0)) 
=—sfn(90°—6)=—c0s0 ` 
cos (270°—g)=cos(180°+(90°—J0)) 
= —с08(909— 6)= —sing ` 


се 
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tan (270°—6)=tan{180°+(90°—6)} 
=tan(;0°—80)=cot0 इत्यादि | 
6.7. (360°5-9) को (чїч а निष्पत्तियाँ । 
यह पीछे स्पष्ट किया जा चुका है कि सभी समस्थित (coterminal) को 
की त्रिकोणमितीय निष्पत्तियाँ एक ही होती हैं। इस प्रकार #360०5३ 
!निष्पंत्तियाँ वही हैं जो 59 की हैं, जहाँ л कोई पूर्णाक है | इस प्रकार 
sin (n.360°--0)=sin0 
sin (.360°— 6) = 510(— 60) = —5їп@, इत्यादि | 
विशेष स्थिति में जव »=1 क 
sin (360°+ 0) =sin0 
sin (360° — Ө)= —ѕіпе इत्यादि | 
6.8. ऊपर जिन कोणों की त्रिकोणमितीय निष्पत्तियों के मान म 


गये हैं उसके सम्बन्ध में व्यावहारिक रूप से निम्नलिखित बातें याइ रखने योर 
'है | यह उन मातों को देखने से स्पष्ट हो जाता š! | 


| 
| 


यदि कोण б, 180° या 3600 से सम्बन्धित हो तो त्रिकोणमितीय ба 
रूप (form) नहीं बदलता है, लेकिन जब 6, 90° дү 2700 से सम्बन्धित 9% 
'उनका x बदल जाता है (HAT sin, cos में; cos, sin में; tan, ०० 
‘cot, tan मे; sec,cosec Ñ; cosec,sec Ñ बदल जाता है) । उन श्रितों का Fat 
FIT होगा यह इस बात पर fT करता है कि वह कोण क्रिस पाद में है (0 + 


'प्रथम पाद में मानते है) | हम इस बात को निम्नलिखित तरीके से भी # 
सकते हैं | 


(i) यदि z कोई युग्म संख्या (even number) हो तो sin (n.90° ॐ) i 
а मान चरणानुसार ऋणात्मक या धनात्मक sing ही होगा | | 
'आर (i) यदि 7 कोई अयुग्म संख्या (оаа number) हो तो sin(n.909+/) | 


का मान चरणानुसार ऋणात्मक या घनात्मक ००४४ होगा । 
यही बातें अन्य निष्पत्तियों के साथ भी लागू है । 


साधित उदाहरणा 
"उदाहरण 1. दिखलाइय कि 


Gi) cos(180°--2)— — ८०३७ 
(ii) cot(270?—9)—tang 
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हल : हम मान लेते हैं कि 6 एक न्यूनकोण है। 


К Оу. 180 के साथ सम्बन्धित है, इसलिए соз का रूप नहीं बदलेगा 
“चू कि 180749, तृतीय पाद में है, इसलिये cos ऋणात्मक होगा | अतएव 
2со5(180°-+ 8) = — соб. 


(1) चूंकि 6, 270° कै साथ सम्वन्धित है, इसलिये रूप में परिवर्त्तन होगा 
उऔः cot की जगह tan मिलेगा। फिर चूंकि 270° तृतीय पाद में है, 
इसलिये cot धनात्मक होगा | 

अतएव сої (270° - 0) = tan9 
उदाहरण 2. 
tan 780°, ѕес(— 4059), тап(—960°) का भान बतलाइये | 
हल : (i) tan 780°=tan(2x360°-60°) = tan60° - २/३3 
(ii) sec(— 405°) = sec(405°) 
=sec(360°+ 45°) = sec45° = 4/2 
(iii) tan(- 960°) = —tan(960?) 
= —1а1(2х 360°-+240°) 
=—tan(240°) = —tan(180°-60°) 
= —{(ап60° = — y3 
उदाहरण 3. е 
120°, 13 ,०, 150° और 180° की त्रिकोगमितीय निष्पत्तियाँ निकालो । 
(1 80°— 0)की त्रिकोणमितीय निष्पत्तियों के ज्ञान से ऊपर दिये गये कोणों 
न्को निष्पत्तियाँ आसानी से निकाल सकते हैं। यथा :- 
(i) віп 1207 = sin (180°—60°) =sin 60? = \/3/2 
соз 120° = соз (180°—60°) = —cos60°= -1/2 
tan 120° = tan (180°—60°) = —tan 60° = —\/3 इत्यादि 1 
(Н) sin 135°= sin (180°—45°) = sin 45°=1//2 
cos 135° = cos (1809— 45°) = – соз 45° = —1|v/2 
tan 135° = tan (180°—45°)=—tan 45° = – 1 इत्यादि | 
ЧЇЧ) sin 150° = sin (180°—30°) = sin 30° = 1/2 
cos 150° = сов (180°—30°)= —008 30°= —N/3/2 


tan 150°=tan (180° 30°) = tan 30° = 1/४3 इत्यादि ॥ | 
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(iv). sin 180°=sin (180°—0°)=sin0 
cos 180° = cos (180°—0°) = —с050° = — 1 
tan 180°=tan (180°—0°)= —tan0° =0 
cot 180° = сої (180°—0°) = —cot0 = =» 
sec 180° = sec (180°—0°) = — sec0° = —1 
cosec 180° = cosec (180°—0°) = соѕес0° = < 


Í इन कोणों को निष्पत्तियों को ज्यामिति को रीति से इस प्रकार भो f | 
` जा संकता है। | 


G) 1200 को त्रिकोणमितीय निष्पत्तियाँ | 
Ts 


मान लिया ХҮХ' एक अद्ध वृत्त है, जिसका केन्द्र O है [इस दा 
XOX”',z—axis है और OY; y- axis, तथा О मूलबिन्दु है। ] 


/ ХОР = 120° बनाया | 1 POX’ = 60° 
P से PM | %'0% पर खींचा | 
मान लिया OP - 26. 
अब समकोण त्रिभुज РМО से 
ОМ = OP ००४60" - 26.1 = a 
और PM = OP sin60° 


1 Жеп = मात्र 
ya =3 үче К 


अतएव धनात्मक और ऋणात्मक fagi के नियम को ध्यान में Ê |. 
_ РМ 4/30 4/3 
sini20°— _ V 2@ _ w 2 
وچ = 120ا‎ 55 = 5 
` сов120°-0М _ =a 1 


 —‏ س 
کے 


\/ 
120 ` 
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(и) 135° को त्रिकोणसितोय निष्पत्तियाँ (56А, 625) 


मान लिया कि %४%' एक 
| अद्ध वृत्त है जिसका केन्द्र 0 है। 
/ ХОР=135° बनाया | 
... L POX'=45°. 
P से PM L X'OX खींचा | 
मान लिया 07-26. 
अब समकोणःत्रि्ुज РМО से x 


OM= OP cos 45°=2а[\/2=\/2@ 
अओरPM= ОР sin 45°=2c//2=4/2a 


| संख्यात्मक मान 


अतएव धनात्मक और ऋणात्मक (чї के नियम को ध्यान में रखते हुए 


š PM (26 1 
а 135°—- == 
sin 135 OP wa 
ОМ -१/26 1 
°=— — ऱऱ्न्न 
cos за v2 
| PM \/2@ 
o= کے‎ 
tan 135 OM नळ) 1 इत्यादि | 


¢ (йу 150° की ब्रिकोणसितीय निष्पत्तियाँ 


. मान लिया ХҮХ' एक भद्ध वृत्त ү 
है जिसका केन्द्र 0 है। 
| ५ XOP=150° बनाया | 
.. 1 POX'=30°. 
P PM | XOX खींचा। 
` मान लिया 02-20 


| 
| 
| 
| 
| 
| `~ 
| अब समकोण त्रिभुज PMO से, 


= V 36 l 
1 संख्यात्मक मात 
और РМ=ОР sin 0०-2५. | 


| 
| 
\/ 
| ОМ=ОР c०530°= 0. 
| 


अतएव, घनात्मक तथा ऋणात्मक faai के नियम को ध्यान में रखते हुए 
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0 ss a ~ 
E OR gD 5 

o ОМ IVS v3 
IIE ура о = 

TEMG lJ 
tan 159 =бм = EF E zan fa l 


उदाहरण 4. भान निकालिय :-- 
(i) sin120°—cos150° +tan135°—sec180° Ë 
(ii) sin?60°--tani5°—sinl50°—3cos?i35°+ cos18; 


ड्ल: (i) इष्ट मान =, -(- ) (0D 


(i) इष्ट मान CH +01) – (3) —: (— ufe 
4 +1—%—-р-—1=0 
उदाहरण 5. सिद्ध कीजिये करि 
60812 -[ ००564? -[- ८081 16°+-cos168°=0 
हल : च कि С051169 =c0s(180°— 64°) = — соѕб4° 
तथा. c08168°=cos(180°— 12°) = —cos12° 
“- दिया हुआ व्यंजक=८०७।2°--८०४64१-५- ८०४1 16° cos 


=cos]2°-Lcos64°—cos64°—cosl? || 
. =0 : 

उदाहरण 6. सरल फरो: 
G) sin(180°—2)cos(90°—)—cos(180°—si 


(ii) cosec(r 0)sec(3- +0 ) +tan(m— 0)с01°( 


(iii) cos H0)eos(3-—0)-—sin(2 -0) { 
झल : (i) चकि sin (180°—9)= sing; я 


.С05(909 — 0) -- ४110 


е 
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और cos(1802—9)——cos 8; 
sin(90°— 0) = 0 
“ दिया हुआ व्यंजक--आं10,श16--(-- cosa)cosg 
| ==51п20--с0520-=1 
(1) चूंकि cosec{r -+ f)=—cosecd 


seo + +8) = —cosec0 


tan(r—0)=—tang 
और . ९0०(#+95006 ` 
.. दिया gat eian =(—coseca)(—cosecg) “ 
-F(—tang).(cot?9) 


=с05ес209 - ९01१8 = 1 


тз: = 3 
(iii) qf cos( 52+ 6) =sino 
cos(-) —4)-sing 


sin —0) = —С056 


ओर соѕ(— 0) =соѕ0 
Ë {кат हुआ व्यंजक =5110.5100—(—с050)с050 
+-5५1॥%  --00579 = 1 
aag 7. 0° और 350° के बीच में 0 का मान निकालिये जब 
200520 + 48116 =3 (57А, 60А, ७35, 65A) 


हल: दिये हुये समीकरण से, 
2(1—sin?9)--4sin?9 =3 


या 281п°0-Е2=3 
या 2sinp= 1 
या 81120 =} 
2 sing = + 1 - 
"3 №2 
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- 1. 
जब singe नी > 99 
92450 या 180°-45°=135° 


А 1 
और जब sin = — 7, तब 


8=180°+45° या 360°—45° 
=225° या 315° 
अतः 0=45°,135°,225° ат 315° 
उदाहरण 8. हल करो : जब 0<60<2т 
(i) 751п?0 + 3со5°0=4 
(ii) ६5३८०१३--६६४१6 =9 
हल : (i) यहाँ 7sin294-3c0s'9 24 
या 79126 --3(1-- 91126) =4 
या 45120 =1 
या 51п20==1/4 
या ५in9=+ 
चाहे sing=+}=sin30° аг =11(180°—30) 
03२30? या 150° 
या зїлё=—}=—5п30° या = —sin(1809—3/ 
=sin(—30°) या =sin(—150°) 
=—30° या —150° 


अः थात्‌ 4—360?—30 या 360° 150° 
= 330° या 210° 
अतः 0= 30°, 150°, 210° या 330° 


(i) यहाँ 5 sec?9 - (8129 - 9 
या 5(1+-1an?6)—tan’0=9 


ar 4їап?0=4 
या їап?б = 1 
АТ 8116 = +I 


जव ।३19=+1 तो 9545० qr (180°--459)=225 
भर जव tang =—1, तब 0=360° —45° या 360—22. 


=315° या 135° 
अतः 6545९, 135०, 2250, 3150 
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उदाहरण 9. हुल करो :-- 


Gi) 251020 + 50050 =4 
Gi) № 351п0--соѕ0 = 1 
हुल: (1)  я&Ї251п°0-Е5созб=4 
या 2(1 —cosg)+5cosg=4 
या —2 ०08१8 --5 cos =4 
या 2c05!0—5cos9+2=0 
या (2cos0— 1)(со59—2)=0 
चाहे 2 cosg—1=0 0) 
या cost —2=0 ...)2( 
(WA cos0=1 


05-60" या 300° (यानि 360° 60°) 


(2) से ००३४२2? लेकिन ८०59 का मान 1 से ज्यादा कभी नहीं हो सकता है 
इसलिए, ००४6 का यह मूल्य मान्य नहीं है। 
अतः 0=60° या 300° 


(ii) यहाँ 
या 
या 
या 
या 
या 
या 
या 


या 


अतः 


w3sing+cosg=l 

4/3sing = 1— с050 

(v/3sing)=(1—cosb)® 

3sin -- 1 --2८050 cos 

1—2cos0 -+соз?ё=3(1—соз%8)==3—3со$°@ 
4со520—2с050—2=0 

2со529—с0589—1=0 . 

(20056 +1) (соѕ9—1)=0 

चाहे 22080--150 ...)1( 
cos4—1—0 ...)2( 
(1) से cosg=—*š 

९1200 ar 240° (यानि 260°— 120°) 

(2) से ००56२1 


0500 या 360° 


0=0°, 120°, 240°, 360° 
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उदाहरण 10. मान निकालिये :-- | 


3 ST Тт 
cos? हः + cos 5 + cose + cos" 


° Tr л 29 T 
हल: चूंकि ००8-ह =cos( क्र- हु )=—cos a 


; Солы = co 
8 8 


fi ST 3 N 3r 
फर, соз = cos ग़- हू (= - cos 3 


| 
° ८०७११7 costa” | | 
ов 8 — 8 3 
С - a Тт 
7. दिया हुआ व्यंजक=| cosg हु 


=2cos*— +2cos? 52 0 


` 3 А 
किन्तु СОЗУ сова 8 )=sin-z- 


КЕ ss ma віда. 
8 8 


अतः दिया हुआ व्यंजक (i) =2| cost +s ]=2 


EXAMPLE 10 
1. इनके संख्यात्मक मान बताओ :— 


G) sin 1209—cos150°--tan135° 
(ii) sin 120°—cos135°-+4tan150° Š 
(iii) sin 120°-соѕ150°4-ап2120°4-4ап2135° | | 
b 1 | 

-Fcos180° (46A, 598, 698, 7 
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(vii) tan%4 5० 2 451п260° --2cos?45°-L ४४०८३] 80९ 


119 


(475, 565, 605, 634, 674, 70А), 


(viii) 51121359 4-со*120° —іп*120°4-:ап21509 


(545, 68А, 71А), 


(ix) sin245° 4-со51209 4-(ап60° —ес+135° 
(х) 2c0s°135°+-sinl50°+3c0s180°--tan135° 


(555, 578, 625, 665). 


(xi) sin1359—cos120° 
cos135°-+sin120° 


у sin30° +cos60° + tan45° +cos90° 
(xi) „ттт сов120®—1ап135°--1ап180® 


(53А, 565); 
(xiii) sin?45°-+cos?150°-+tan*120°-+cos180°  -(58A) 

(xiv) sin30°-+cos0°+ со5120° —51п150°--{ап135° 
4+-соѕ60° (59А) 

2. सरल करो :-- 
(i) sin4.cos(90?—9)--cos4.sin(907 +8) 
(ü) sin(180°—a)cos(90°—)0) 

—cos(180° -- 0)४1(90?--0) (61А) 


(ii) cos(90°— 0)--४॥(-6)+-(81(180?--0) 
—cot(90°+8) 


i cos(—6) _ cos(90°+4) se _ 
Gv) tan(180°— 0) cot(180 0) cos(90°—0) 


tan(180°4-9) sin(90°-L0) tan(90°—6) 
(v) न Р 5 ,— uji ऱ्ह 
8800 соз(180°—#) sin(—d 


е 


 sin(18.2—9) cost180°F0), tana 
0 {ап(905— р) ` tan(180 +0) бо5(90°—8) 


vii) _Cot(90°—8) со{(180°—0) 'sec(90? +4) 
соѕес(180°4-6) sec(1807—0) ९०७ 
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з, भिम्नलिखित तादात्म्यों को सिद्ध कीजिये :-- E + 

6) sin(90°+ 0)sin(909—0)— 51п(180°— 0) 
cos(90°+ 0)=1 


(ii) sio( टश -9)००(5-+०) 
=sin(2 +0 )eos(z— 0)cot ( +) 


COST 


Gi) — — 
со +8)-+єзес(— 0) 


=tan(—0)+ cosee( 7” + 0) 


cot( ~ б)созес( + + 0 ).sin(r— 0) 
(іу) —— Os— s—o,>Qš -- 


= =cot0 F 
sin (+ в). вес(— 0)tan(z + 0) 


Я (५) 908—0) za в) сот 0) 
A cos(r+-0) (т 7: г) сої(2т— i) 


4. सिद्ध कीजिये :— 


र (i) sin60°-Lcos75°=sin120°—cos105° . 
सी Gi) 51п72°-4-соз549°—=з1п108° —cos126° 
(ü) cos65°--cosll5°=sin155°—sin25° 
I tan1l5°+tan165° =0 
za у) 9118? + 81198" — 0 

vi) sin112°-cos74°—sin68° +cos106°=0 


AS 


олно Ossa 
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(у) cot(—157.% (vi). cosec 1770° 
(vii) sina” (viii) aa ЕТЕ =) 
$. ततिम्नलिखित समीकरणों को हल कीजिये, जव 0<0<2хт 
(i) singa cosp ` L (ii) tang—3c019 
L (iii) ९०8२3200५8 * t— (iv) tang=2sing (525) 
_ (४) 2sin20+4cos20=3 . (71А) 
_ (Vi) 45ес20— 71ап9=3 , (655) 
(уй) 251п20--551п0=3 · (675, 70А) 
(viii) 251029 — 351104+1=0 + (24А) 
(їх) 2sin’g—3cosd=0 (475, 51A, 585,615, 63А, 705) 
(х) 251п29--3с050=3 (605, 67А) 
(zi) 6бѕіп20 —115109+-4=0 (71А) 
(xii) 6ѕ1п28--со50=5 (715) 
(xiii) бсоѕ0--115іл0=10 (17А) 
(xiv) sin22—2cos0+1=0 (485) 
(xv) costd—sind=} (46А, 66А, 69А) 
„ (ху sin @— cos? 0 =cos@ 
{xvii cosecg—2sing=1 (535) 
(xviii) cos +secg=3 (435, 59А, 65А, 695) 
(xix) совё-Е4/3зїп@=2 (хх) sing+v3c0s9 =2 
(xxi w3sing+cos=l (49А, 595) 
(xxii) sin0+2cos0=1 (Н. S. 634) 
(xxiii) cos2ọ+sin36=0 (xxiv) tan49--cot69—0 
(xxv) sin50-+-sin20=0 (67А) 
(xxvi) tang cot =2 (518, 625) 
xxvii) 19120-1-0020 52 (xxvii) 3tan F5 ==2cot°0 
(xxix) 4соѕ?4-4/3=2(5/3-- 1)cos8 (555, 685) 
(ххх) 20086 -- 51916 = 48000. ; 
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7. (i) यदि 2(cos0++4/2)=3sec0 तो tang का मान निकालिये। 
(544) 
(ii) यदि 2sin2z+/3cosz-+-1=0 तो sins का मान निकालो। 


8. मान निकालिये- 


67 87 
(i) соз-у- + cos cos -+Cos 7g- 
z т 37 ST 157 
(11) соз те +cosTg {cos / :***/००$ 6६ 
TS Tr 
(iii) tan a tani? а tan” CU 


(iv) sint sin अपर sin | 
9. सिद्ध कीजिये कि sing {sin(r +0) + $in(27 +6) +...» पदों तक _ 
=0 या sing जैसे कि n एक युग्म (even) या एक अयुग्म (odd) 
संख्या है। Е 
10. सिद्ध कीजिये कि tan(z-+0)+tan(2—0)+tan(3z+0) | 
+ї(ап(4т— )--...n पदों чат=0 या tang जैसे कि एक युम 
या अयुग्म संख्या है | | 
il. यदि А-ЕВ-ЕС=т हो, तो सिद्ध कीजिये कि 
(1) cosA--cos(B--C)=0 
Gi) sinA +-sinB +sinC = sin(B + C)+sin(C+ A) 
+sin(A +B) 
Gii) tan(B+C)+tan(C+A)-+tan(A+B) 
=tan(r—A)+tan(2r—B)--tan(3r—C) 
12. यदि A, B, C, D किसी चतुभुज के कोण हों तो सिद्ध कीजिये कि 
त) sin SE sin +P 


4 с | 
(ii) cos SHR ооз = =0 (475) | Г 


अगर चतुभु ज एक वृत्तीय (concyclic) हो तो सिद्ध कीजिये कि 

(iii) SINA +sinB=sinC-+sinD 

(iv) cosA+cosB+cosC-+cosD=0 Ж 

[हरु :-चू कि ^, B, C, D किसी चतुभुज के कोण हैं, इसलिये |. 
A+B-+C+D=2x ` NP 

या А+В=2х—(С+Р) | 

ë сав C+D 


TT PS 5 
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C+D . C+D 
~) =sImn ०5) 5 
š —cos(7—< 0) = —cos = 


„n. А+В 
अतः (i) sin चिप (7— 


A 
(ii) cos 


Tes ғр 0‏ و 


चू कि चतुभुज एक-वृत्तीय है, इसलिये ज्यामिति से आमने-सामने के 
कोणों का जोड़ 180° के बरावर होगा 1 
थात्‌ A+ €=7 और B+D=7 
sinA=sin(r—C)=sinC 
cosA =cos(r—C)=—c0sC, 
sinB =sin(r—D)=sinD 
cosB = cos(r—D) = —cosD 
`. (iii) sinA +sinB =sinC+sinD 
(iv) cosA +cosB = —cosC—cosD 
соѕА +cosB +cosC+cosD =0 
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7, संयुक्त कोण 


COMPOUND ANGLES 


WA лы au 
7.1. जब दो या दो से अधिक कोण एक साथ मिल जाते हैं तो उद्‌ 
संयुक्त कोण या मिश्र कोण कहते हैं। जसे उदाहरण के लिये A+B, A-3 | 
A+B+C आदि संयुक्त कोण हैं । इस अध्याय का अभिप्राय है इन संयुक्त 
कोणों की त्रिकोणमितीय निष्पत्तियों को अलग-अलग कोणों की निष्पत्तियों š 
व्यक्त करना | पहले हम यह बात दो कोणों के सम्बन्ध में साबित करेंगे | 
7.2. सिद्ध करना हे कि 
sin(A--B)=sinÀ.cosË +cosÀ.sinB 
cos(A +-B)=cosA.cosB—sinA,sinB 
यद्यपि हम बाद में ऊपर के परिणामों की सार्थकता को А और В के स | 
मानों के लिए साबित करेंगे, किन्तु यहाँ पर शुरु करने वालों के लिये, इन बू | 
की वह उपपत्ति दी जाती है जब A, В दोनों न्यूनकोण हैं | 
Case І. जब А और В दोनों न्यूनको ग है' । 


fig (i) जव 4+ 8<90° figi) जब 90°<сА-ЕВ8<С1 

मान लिया कि 0% आदि रेखा है जो धनात्मक दिशा की ओर © | | 
पहले कोई कोण ХОР (=A) और फिर आगे उसी दिशा में चलकर * 
POQ (=) बनाती है। . / ¥OQ= A+B 4 
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Q से QN और QR क्रमशः ОХ और ОР पर लम्ब खींचा। फिर R 
से RT और RS क्रमशः ОХ और ОМ पर लम्ब खींचा | 
चू कि बनावट से SR ॥ OX 
°% /SRO=/ ROX=A 


Z.SQR=90°—/ SRQ=90°—(90°—A)=A 


अब त्रिभुज QON से 


RT QS RT OR QS QR 
00700708 ` OQ TQR ` OQ 


=sinA.cosB--cosA.sinB. 


ON OT—NT от—$ 
फिर, ००५७+७)- 605 оо = OQ 


OT SR ОТ OR SR ОК 


реи 


=00-00 OR ` 00 ОЁ 00 
= COSA.cosB—sinA.sinB. 
ऊपर के दोनों सूत्र योग नियम कहलाते हैं। 
नोट :-यह कभी भी नहीं सोचना चाहिये कि 
sin(A + B)=sinA +sinB 
जसे. sin(609--30°)=£sin60°-F-sin30° 
क्योंकि sin(60° + 30°)=sin90°=1 


ओर ७160? +sin30°= yA + > 


उसी तरह आवश्यक रूप से sin(A—B)zsinA—sinB. 
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Case 11. WTA, obtuse कोण है और A+B भी obtuse है 1 


о 
इस चित्र का बनावट ठीक वैसे ही है जैसा क्रि сазе i में दिखलाया गया है।| 


अब त्रिभुज QON से së 
S 
sin(A +B = ठठ 
(चिम्हों के नियम को ध्यान में रखते हुवे) | 
_RT+SQ RT SQ 
— OQ FOO. OQ 
_RT OR SQ QR | 
=0R ` OQ T QR : OQ | | 
=sin ROX cosQOR -- ०05 RQS.sinQOR ` 
=sinÀ.cosB--cosA.sinB Í 
ON OT+TN OT+RS 
फिर cos(A + B)= =бб == ठठ 5-66 (2 "200 


ठा "२७. 0 OR FS КОШ 
20000 oR: OQ RQ N| 
=—(—cosA).(cosB)—sinA.sinB 
=COSA.COSB—sinA.sinB 
योग सूत्र का व्यापक रूप 
7.3. सिद्ध करना है कि 
sin(A--B)=sinA.cosB +-cosA.sinB 
tos(A--B)=cosA.cosB—sinA.sinB - 
А और B के सभी मानों के लिए सत्य है। 


बिना रेखागणित की सहायता से ऊपर के परिणामों को, जव कॉ 
i विस्तार के क्यों नहीं हो, इस प्रकार सिद्ध कर सकते हैं | 
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मान लिया कि ^ और В दो न्यूनकोण हैं। तव पिछली धारा से 
sin(A + B)=sinA.cosB+cosA sinB .-.)1( 
और cos (A + B)=cosA cosB—sinA.sinB ...(2) 
эта, मान लिया 8154-90, जिससे 90°< A, < 180° 
.. Sin(A,+B)=sin(90° + A+B)=cos(A+-B) 
=COSA.COSB—sinA, sinB 
=cos(A,—90°)cosB—sin(A,—90°)sinB 
=cos(90°—A,)cosB+sin(90°— A )зіпВ 
=sinA, cosB+-cosA, sinB 
-और соѕ(А, + В) =соѕ(90°-+А--В)= —sin(A+B) 
——SsinA.cosB—cosA.sinB 
=—sin(A,—90°)cosB—cos(A,—90°)sinB ~ 
=COSA, cosB—sinA, sinB | 
इस प्रकार हम देखते हैं कि (1) और (2) सत्य है जब 
0°< A< 180° और 0°< B< 90°. 
इसी प्रकार В को भी 90° से वढ़ा कर इन सूत्रों को सिद्ध कर सकते हैं। 
अतः यदि А या В या दोनों को 90° से बढ़ा दें अर्थात्‌ यदि А और B 
और 180° के वीच में हो तो भो दोनों सूत्र सही होंगे । 
इरी तरह अगर ^ और В को 900 से बढ़ाते चले जायें तो हम इस प्रमेय 


(theorem) को А और В के सभी धनात्मक मानों के लिये सिद्ध कर 
'सकते हैं । 


इसी प्रकार अगर A—$0°=A, या B—90°=B, या दोनों मान लू तो 


'भी दोनों सूत्र सही होगे। अगर यही क्रिया (process) जारी रखें तो aai 
ЧА सहो होंगे जब А और В को 90° के गुणक से घटा दें 1 


इस प्रकार हम कह सकते हैं कि सूत्र सवतः सत्य है | 
7.4. सिद्ध करना है कि 


sin (A—B)=sinA cosB—cosA sinB 
cos (A—B)—cosA.cosB +sinA.sinB 
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प्रमाण : sin(A—B)=sin(A+(—B)) | 
=sSinA. cos(—B)+cosA. sin —В) Š 
-- sin (A+B), А और В के सभी मानों के लिए | 
सत्य है। 


—sinA cosB—cosA sinB 
cos(A—B)=cos[A +(—BP)) 
=cosAcos(—B)—sinA sin(—B); 
पहले वाळे कारण से 
—cosAcosB--sinA sinB. | 
ऊपर के दोनों सूत्र व्यवकलन नियम कहलाते हैं । रेखागणित द्वारा इनका 
प्रमाण ата वाली धारा में दिया जायेगा 1 
7.5. सिद्धं करना है कि 


मौर 


sin(A—B)=sinA соѕВ — cosA sinB. | 


cos(A—P) = cosA.cosB--sinAsinB 


मान लिया कि ОХ आदि रेखा है जो धना 


} त्मक दिशा की ओर चलकर पहले कोई कोण XOF 


Q 


Oa. Tiu N X (=A) और फिर ऋण।त्मक दिशा में चलकर कोण 
РОО(=В) बनाती ë ! 
¿XOQ=A—B 
Q से QN और QR क्रमशः ОХ और ОР पर लम्ब खींचा | फिर, К 
से RT और RS क्रमशः ОХ और ОМ (afaa) पर लम्व खाचा 1 


я कि बनावट से, SR ॥ OX 
,, /PRS=/ ROX=A 
159 =90°—/ SRQ =90°—(90°—А)=А 
अब ЛООМ से, 


sin (A—B)=00= Go २ न 
=RT_SQ RT OR SQ QR 
OQ OQ OR’ OQ QR OQ 

=зїпА. cosB—cosA, sinB 
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cos(A—B)= 86 ss. тк 


OT RS ОТ OR RS QR 
OQ "OQ OR OQ TQR` OQ 


= cosA.cosB+sinA.sinB 
अभी तक हमने चार सूत्रों को सावित किया है जो बड़े काम का है ओर 


फिर, 


पाठकृगण इस कठस्थ याद कर % | 


(ü) sin(A--3)=sinAÀ.cosB-LcosA sinB 
(ii) cos(A4-B)-cosA cosB—sinA.sinB 
(iii) sin(A—B)=sinA.cosB—cosA.sinB 
(iv) cos(A—B) = cosA.cosB--sinA.sinB 


साधित उदाहरण 


उदाहरण 1. सिद्ध कौजिय कि 


(i) sin(90°+ A) = cosA 
Gi) sin(—A)=—sinA 
(iii) cos(—A)=cosA 
हुल: (i) sin(909--A) = sin90°,cosA 4cos90°.sinA 
= 1.cosA--0.sinA = cosA 
Gi) चूंकि sin(A—B)=sinA.cosB—cosA.sinB 
°. А=0 और के बदले А रखने से 
511(0— А) = sin 0 cosA—cos0.sinA 
भा sin(—A) = —sinA 
(0) उसी प्रकार चूकि 
cos(A—B) = cosA.cosB-FsinA.sinB 
“° 3-0 और के बदले 4 रखने से 
Cos(— A) = cos0.cosA-sin0.sinA 
= COSA. 
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उदाहरण 2. sin 15° और sin 75° का मूल्य ат । 
(434, 534 ү 


sin 15? =sin(459—30°) 


=sin 45°.соѕ 30°—cos 45“.sin 30° 


और sin75° = sin (45°+-30°) (485, 50) 
=sin45°,C0530°--cos45°.sin30° 
1 १/3 1 १/3--1 
=у2' ५१2 2 ` W2 
नोट :— 15°, 75° का समपूरक है 


узт m 


2 cos 15° = 51п75° 


और cos 75°=sin15° ka (46) 


या नहीं, तो ९०५15० और cos 75° का मूल्य ऊपर з तरीके से fal 
जा सकता है। रेखागणित द्वारा : 


मान लिया कि ABC एक ЯЙ 


के बराबर है। 


z `€ AFAD, पर लम्ब खींचा। | 
इसलिए / BAD =30° और BD = BC|2 = | 


अब А BAD में, tan 30°32 या 1 _ « 


AD УЗ AD 
.. Ар=\3@ 
DA को बढ़ाया, इस तरह से कि AE= AB 
... АЕ=2@ 


और BED 207 _ 15° 
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| अब ABED में 
` EB!=BD:FED: 
= a (26--4/35)? 
=a{1+(2+V3)} 
=4%(8+4у3) -20५4--21/3) 
=2a2(/3-+ 1) 
z. EB=V2(vV3+1)a 
BD 
EB 


ll / पा मी 
 V2(V3+1)a VIVID 


| अत: sin15° 


४(2--4/3) (4--25/3) 
203 0а WE) 


(3-1) 3+1 
24/2(\/3-Е1) 7 22 


tan15? 


3 

\7З-Е1 इत्यादि | 

| RTT 3. सिद्ध कीजिये कि 

| (i) sin(A--B)sin(A—B)=siri8A—sin*B (47S) 

Gi) cos(A- B)cos(A—B) = cos?A —sin?B 

ç (435, 45А, 51А, 53S) 

| हेड: 0) sin(A+B)in(A—B) 

= (sinA.cosB--cosA.sinB) X 
(sinA.cosB—cosA.sinB) 

= sinA.cos3B—cos?A.sin’B 

=sinA(I—sin?B)—(l—sinA)sinB 


=sinA—sinB 


CC-0.Panini Kanya Maha Vidyalaya Collection. 


Digitized by Arya Samaj Foundatio па and eGangotri 
132 ew School 11120101716 Б 


फिर; (ii) cos(A4-B).cos(A—B) 
= (cosA.cosB—sinA sinB) 
(cosAcosB--sinAsinB) 


=cos*A.cos*B —sin2A.sin*B 
=cos?A(I—sin?B)—(1—cosA)sin 
= cos 3 A—sinB 

उपसाध्य : इन्हें विभाजित करने पर हम पाते हैं कि 


sin? A—sin?B 


tan(A--B)tan(A — B) = 608९8 —sin:B 


उदाहरण 4. सिद्ध कीजिये कि 


tanx+tanB= sin(x E8) 


cos<.cos B 


sinx sin 
यहाँ tan titan 8= coer ا‎ 


_ Sin<.cosf +cosx.sinf 
соѕх.соѕВ 
sin(<= В) 
= cosx.cosñ ү 
उदाहरण 5. एक कोण 6 को दो भाग < और 8 में इस प्रकार बाँट |. 
है कि tanc : tanf=s : y, तो सिद्ध करना है कि 


sin(t— f) sing 


(575, Р. U. 515, 55А; B. U 


हल: Tr tant æ 
a tanBञ y 


sinx sinf 


४०-४_. tanx—tanß _ cos< cosg 
2+7 1874--1918 sinx sinf 
š Cost ८058 


CC-0.Panini Kanya Maha Vidyalaya Collection. 


; 4 
"उदाहरण 6. यदि sin <=— 


Digitized by CRP 1908४ n Chennai and eGangotri 133 


__зїй(«—В› _ sin(<—PB) 
` sin(<+8) sing 


2—5. 
яа: віп(« —- В) = 2,9100 


5 
डः ००8 == 


तो sin (< + B) का मान बताइये | ‚(45А) 


.हल । चूंकि sinto, 


6 9 3 
° 900 — 1 2, ° = — 
e COs?’ = ] —sin 45०1-55 25 ९०५५ 5 


फिर च कि ००४१ =; 


~. sing = V1—cos?B = 12/13 
अब, 51п(« -- В) = sin<.cosB +cos<.sin8 


उदाहरण 7. 'यदि 3 210.1219 = 1 तो साबित करं कि 
соз(0—Ф) =2c0s(0+%) (Р. U. 69A) 
fp 31816 їапф=1, इसलिए 
tano tano =!» 


чү sing sinp_ 1 
0089 ` cos? 3 


अब componendo और dividendo के द्वारा 


` соѕвсоѕф+-ѕіпбѕіпф _3-Р1 
Cos0cosb—sin0sin$ 


८०४(०-५) _ 4 _ 
X Cos(0 F9) ; 


“. с05(0—ф) =2608(0+%) 
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उदाहरण 8. हल कीजिये : ८०४0-8110 = == 


दिये हुये समीकरण में दोनों पक्षों को से गुणा करने पर 


coso सत्र sing 72 => 


या соѕ0.с05459—51п0.51п459— 4 

या cos(0+-45°)=+4 =соѕ60° ат соѕ300° 

या 300"—45°‏ 45° —0=609 ك 

=15° या- 255? 

उदाहरण 9. हल कीजिये : $in!A—sin?B = sin(A—B)= 
हल . Tfr sin(A—B)=4 .'. А—В=30° या 150° 
फिर चू कि sin? A—siniB = ३ 
अर्थात्‌ ऽ (А 4-B).sin(A—B)—1 


(साधित उदाहरण 3 से) 
со 81(8 +В). 4 =} í" sin (A—B)=3} 


or A+ B=90° 
अब (i) और (i) से 
А—В=30° या 1500 
भौर A-++B=90° 


° 245120° था 240° भर्थात्‌ А = 60° या 126° 

और 2B=60° या 60° अर्थात्‌ =30° या 30° 
SERT 10. निम्नलिखित सभीकरणों से о को विलुप्त कीजिये। | 
हल: 4-४ के रि , & तथा 0-४ के लिए В रखने से 
2=8inA भोर y=cosB 
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ompound Angles 135 
| T sin(A + B).sin(A—B)=sin*A —sin3B 
और соѕ(А +B).cos(A—B)=cos?A —sin°B 
^. sin(A-+B).sin(A—B)=a31 y1—1 
और cos(A+B).cos(A—B)= —a3- y3 
v < . x g? +y?— 1 
Ear sin(A+B) (АВ) 
= (224-2—1)соѕес(«+- В) 
°° А-В=«+рВ 
_ = a +y? 
और cos(A + B) = `соз(А —В). 
= (+ ysec(t - В) 
इन्हें वर्ग करने और जोड़ने से 


1= (८१--४९--1)१००६९०(न-- 8)--(८१--४११९०१(५--४) 
उदाहरण 11. साबित कीजिये कि 


G ०086 +b sing=r cos(0— <) 


जहाँ +१--०१---४१ और tanto 
AMA deduce कीजिये कि 4,/3с0850°--51150°=2с0820° 
दिये हुये व्यंजक Ñ a =r ८०७८ और b=r sin< रखने से जिससे कि 
११=०१-४१ और ana; हम पाते हैं कि 
acosb--bsing=r cos cos<-Fr sin#sin< 
=r|[cos0 cost 4-singsint) 
=r cos(9—<) | 
ठीक, पहले ही की तरह्‌\/3=7८०8५ और 1=r sini रखने से 
1 जिससे कि 7१=3+-1 और an=- 


अर्थात्‌ т=2 और <=30°, हम पाते हैं कि 
V3cos50°-+sin50°=r соѕ50° cost+r sin50° sinx 


=r cos(50°—<) 
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=2 cos(50°—30°) 


=2 соз20° | 

नोट: 4/3 =іап60°=51160°/со560° रखकर भी सरल किया q 
सकता है | 

7.6. सिद्ध कीजिये कि 


tanA--tanB 
G) tan(A+B)=+ anata 
> tanA—tanB 
(0) ७६१५७ В) ana tan 
प्रमाण 1 (i) हमें, tan(A+B)= ज 


___5іпА.соѕВ +cosA.sinB 
`` cosA.cosB—sinA.sinB 


अब अंश और हर दोनों को cosA.cosB से भाग देने पर 
sinA , sinB 
_COSA ' cosB 


= — F 
_ SinA.sinB 
cosA.cosB 


їапА +tanB 
.. t = _—— 
an(AFB) l—tanAtanB 


@ फिर en 


_SinA.cosB—cosA.sinB 
` COSA.cosB-sinA.sinB 


अव अंश और हर दोनों को cosA.cosB से भाग देने पर 


sinA sinB 
_ A "८०४ 
1+ SInA.sinB 
COSA.cosB 
WA tan(A—B)= tanA—tanB 
| “__1-МапА.їапВ 
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-7.8. सिद्ध कीजिये कि 


cotA.cotB—1 


cotA.cotB + 1 


(i) ८०१००८ cotB—cotA 


cos(A+B) 
sin(A +B) 


_ cosAcosB —sinAsinB 
Т sinAcosB- cosAsinB 


महल : (i) हमें, со{А-ЕВ)= 


| अब अंश और हर दोनों को sinA sinB से भाग देने पर 


| =_SnAsinB ” _ 
` соѕВ ڕ‎ 084 
sinB sinA 
cotAcotB—1 
| 352 cot(A +B) = corB+cotA 


"इसी तरह से (ii) भी साबित किया जाता ё! 


साधित उदाहरण 


उदाहरण 1. tan 75° तथा tan 15° का मान निकालिय | 
(47А, 628, 625) 


tan75°=tan(45°--30°)= 121а145°1а030° 


1 
1473 ॥/३न-1 _१/3--1 ४31 
ШЕ ЕШ Сз с 


МЭ 


44203 >ya 
2۷ 


० _tan45° —tan30 _ 
और tan15°=tan (430-300 =- F tan45 tan3ð 
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५95 
PN ya : 
= 3—1 о 
उदाहरण 2. सिद्ध कीजिये कि 
2 1--їапе 
G) tan(45°+90) =n 
ss 1—1{апф 
(ii) tan(45°—0)= rang 
tan45°--tan0 


प्रमाण: (i) tan(45°+0)= -—n45s°.tang- 


=. абу) 


इसी तरह (४) भो साबित किया जा सकता है । 
TATE 3. ? कि 059 18092 _ 
ह सिद्ध कीजिये कि लत तप 24 | 
बाम पक्ष (Left hand side) के पद को ००59० से भाग देने पर दी | 
हुई राशि | 


81190 
= eos р +tan9° 
1_ Sin? I—tan9° 
cos9° 


=tan(45°+9°)=tan54° 


उवाहरण 4. सिद्ध कोजिये कि tanjA tanda. tana | 
: —tan3A—tan?A—tanA (58 a 
हम जानते हैं कि tan3A=tan(2A +A) | 


=: tan2AtanA 
1l—tan2A.tanA 
अर्थात्‌  tan3A(1—tan2A tanA)=tan2A--tanA 


अर्थात्‌ ३०३4 tan3A.tan2A.tanA=tan2A-rtanA 
A tan3A.tan2A.tanA=tan3A—tan2A-tanA 
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| उदाहरण 5. यदि А-ЕВ-ЕС=т तो सिद्ध कीजिये कि 
| tanA+tanB+tanC=tanA.tanB.tanC 


(488, 615, 67А, 695; Н. S. 615) 
T कि B+C=7—A 


Ja tan(B--C)—tan т—А) 


tanB+tanC _ 
1—їапВїапС = tanA 


tanB-FtanC=—tanA--tanA.tanB.tanC 
А tanA+tanB--tanC=tanA.tanB.tanC 


उदाहरण 6. यदि (818--1- “° तो सिद्ध कीजिये कि 


l—nsinix 
tan(x— B)= (1—n)tanx (Р. U. 414, 50А) 
चकि tan —nsin<cos< 5 जा 
L B=T—sim< इसलिये ८०४५ से भाग देने पर 
ntanx 
tang= — ————— मी 
ng sec —ntanix 
n tani 
l+ tani -ntan 
n tani 
= 


1-„(1—з)їап?х ` 
अब tan(<— p sa ta 


1-+tan<tanB 
; जा n tanx 
२५ Ten (1—n)tan?x 
z n tanx 


tant--(1—n)tania—ntani 
I+(1—n)tanix FU njian мап ` 


; _ (1—n)tan<+ (1 —n)tansx 
ДЕ 1 +тап2< 


_(1—n)tanx(1+ (ап?) 
2 14-1ар?< 


== (1— п) tana 
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उदाहरण 7. साबित कीजिये कि 


7.9. इनका विस्तार (Expansion) निकालना ë :- 


तीन या तीन से अधिक कोणों से युक्त मिश्र कोणों (Compound Anges) | 


का श्रित (Function) पहले के स्थापित साध्यों के द्वारा सरलता के साथ “| 
अनन (Deduce) किया जा सकता है। 


इस प्रकार (1) sin(A+B-LC)= sin{A+(B+C,} 


AKWA 259. 


हमें tan70°=tan(50°+-20°) 


लेकिन 18190" = ८, इसलिये (2) से 


tan70°=2tan50°+tan20° 
(P. U. 554; H.S. 65А, 69А; S. S. 585, 705) | 


(81507 -[-181120? › | 
= I—tans0~.tan20® 


ат tan70°—tan50°.tan70°.tan20° 


= tan50° + tan20° न्न] 
फिर 4ап90° =tan(70°+-20°) 

_ tan70°+ tan20° 0 

= 1—tan70°tan20° = 


1—tan70°.tan20°=0 
अर्थात्‌ tan70°.tan20°=1 
अब (1) से 
tan70°—tan50°.1 = (81507 +tan20° 
0, {ап70° = 2tan50°--tan20°® 


(i) sin (A+B+C) 
(ü) cos(A+B+C) 
(iid tan(A--B-L 0) 


Ya 


(B+ 4 
=sinA.cos(B+C) -cosAsin(B 0 
= sinA.(cosB.cosC—sinB.sinC) 
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दाहिना पक्ष (R. Н. S.) के पद से соѕАсоѕВсоѕС को बाहर निकालने' 
पर, हमलोग पाते हैं कि 
` sin(A+B+C)= COSA.COSB.cosC.(tanA--tanB 
-tanC—tanA.tanB.tanC) 
r (ii) cos(A+B+C)=cos{A+(B+0)} 
=cosA.cos(B + C)— sinA.sin(B FC) 
= cosA.(cosBcosC—sinB sinC) 
—sinA.(sinB.cosC+cosB.sinC) 
= cosA.cosB.cosC—cosA.sinB.sinC 
—sinA.sinB.cosC—sinA.cosB.sinC 
ऊपर की तरह, cos(A-B--C)=cosA.cosB.cosC 
x (1—tanB tanC—tanC tanA—tanA tanB) 
Gii) tan(A+B+O)= ee] 
अब ऊपर से sin(A+B+C) तथा cos(A+B+C) के विस्तार काः 
प्रयोग करने से यह्‌ 


cosAcosBcosC tanA-+tanB+tanC—tanAtanBtanC 
= cosAcosBcosC > I—tanBtanC—tanCtanA—tanAtanË- 


8 tanA+tanB+tanC—tanA.tanB tanC 
` 1—tanB.tanC— тайСлапА—їапА.ТапВ 


दूसरा तरीका: 
tan (A+B+C) का मान निकालने का एक और भी तरीका इस 
अकार है :-- 


मान लिया A+B+C=S जिससे कि A+B=S—C 


अत: tan(S—C)=tan(4 +B) 
tanS—tanC tana tanB 
т, 1--tanS.tanC = 1—tanA tanB 


अव cross-multiplication के द्वारा 
tanS(l—tanA.tanB)— tanC-FtanAtanB.tanC 


=—tanA-+tanB--tanS(tanA tanC-rtanB tanC€) 
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अथवा, tanS(l—tanA.tanB—tanB.tanC—ta nC.tanA) 
=tanA+tanB+tanC—tanA.tanB.tanC 


इसलिये tanS=tan(A-B+-C) 
tanA+tanB-+tanC—tanA.tanB.tanC |' 
—j—tanA.tanB—tanB tanC—tanC.tan % 


EXAMPLE 11 


.9 


.۵ 


सिद्ध कीजिये :— 
1. @) sin (45°+ 6)=7(c050-+ sin) 
Е 5 1 я 
(Gi) cos (45 10)=;7;(0059—їп6) 


Gi) sin (45°—0)= Ta(C0s9—sing) 


(у) cos (45°—9)= (cos sing) 


(у) соз (602—0) (соѕ0--4/35іп0) 
(vi) sin (4594-6) —соѕ(45°— 0)=0 


(vii) 1-tanxtang= CED) 
>” COS 


cos(<— В) 


(viii) 1--tangtang— } 
Z Cos<.cosB 


(ix) 604 +-{апв = cos(x— Ву 
51пхсо58 


(х) cotx—tang= 0+8) 
५11२९८९058 


Gi) tan (4 B)+tan («— в) sin < 
Cos2x —sin28 
(xii) —n<-rtan8 _ sin(x +8) 
tant—tang = Sin(x—B) 
(xiii) An (45°-+-0)—tan (45० 0) _ 
tan (०-6 Fan (590) 5४०20 


(xiv) ‘tan -.. 81१ 8 -_ 5102 —sin? БЕТ 
А Тойон (н. s. 68) 
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«2, (i) sin (x— В) cosB--cos (६--8) sinf = sina 
(ii) ००४(4--9)-०088--आ॥(< -- B). sinB=cos< 
(iii) cos (0+8). sin8—cos(9--7). siny 
wa —sin (0 + B) cosB—sin(0+-) cosy 
9 sin (4-9) ѕіпу —ѕїп(В--У) sinx 


=cos (44-8) cosY—cos(8-F7) cost 


м 


(у) cos 20.со59 —5їп 70.10 = cos (n+1)0 क 
(vi) sinna.cos (n—1)0—sin(n—1)cosn=sin2 
(уй) sin (45°—A).cos (45°+A) 
+cos (45°—A) sin (45°+А)=1 
(viii) cos(45°—A) cos(45°—B) 
—sin (45°— А) sin (45°—B)=sin(A--B) 
4/3 


(iz) соїАсоѕ(30°— А) —11(30°—А)=—7-совесА 
(54А) 
аф 
(x) sin 65°4-соѕ 65°=4/2с05 20° (525) I 
RRR : cos 20°= соѕ (65°—45°) 
= cos 65° cos 45°+sin65° sin45° 
о СТ 
=соз 65°. रण ya अतः परिणाम |] 
(xi) cos 18°—sin 18° =+/251027° (565, 63А) 
у -c0s10°—sinl0? _ 31350 (645) 
(xii) -соз10®-_5п10® —tan3 
з. Gy tan (<+8)— tanh tant 
: 0 I+tan(<-Fp)tanB 
iy tanzani ! 
11 = %)@ 
पप) 1—tanma.tanna tan(m-+n) 
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4. == = === = =cot4< 
5. (i) 2sin (45°+8)sin(45°—80)= соз?0—51п?9 
(ii) 2соѕ (45°+0)cos (45°—0)= cos20 — 51п%0 
(iii) cot(45°--0). cot (45°—6)=1 (514) 


sin°x< —sin° В 
6. tan (x+ B) {а(х — В) == —ѕіп?В 


7. (i) cos?A+cos?B =1 +cos(A +-В)соѕ(А —B) 
(Н) sin?(r/8--9/2)—sin?(ar/8—0/2) = (1[V2)sing 
8. (i) sinA. sin (B—C)+-sinB. sin (C—A) 
j +sinC. sin(A—B)=0 (434) 
[संकेत :— | 
दी हुई राशि का पहला पद=$inA (sinB cosC—cosB sinC) 
=sinA sinB cosC—sinC sinA cosB 
उसी प्रकार दूसरा qz=sinB(sinC соѕА —cosC sinA) 
=sin B sinC cosA—sinA sinB cosC 
तथा तीसरा पद=sinC (sinA cosB—cosA sinB) 
=:sinC sinA cosB—sinB sinC cosA 
जोड़ने पर दी हुई =0] 
(0) ००४४ sin (B—C)+-cosB.sin (C—A) 
+cosC.sin (A—B)=0 
(ii) sin (A+B) sin (A—B)+sin (B+C). sin (8-0) 
+sin (C+ A). sin(C—A)=0 


ОЗ Вб) 3 ы 
(iv sin( : sin (СА) sin (A—B 
) sinB sinC UsinC sina लल त š 


(у) Уп (B—C) sin (СА) sin(A—B) _ 


९०४७ cosC ' cosC cosA T cosA cosB 0 
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9. (i) sin(30°- A) +sin(30°— A)=cosA 
(ii) sinA-+sin(120°+A)+sin(240°-+A)=0 (545, 635) 
(iii) sin®A +sin?(120°+A) -+-sin3(240°-+ A) 
= 3sinA.sin(120° + A)sin(240°+ А) 
10. (i) cos(30°— A)—cos(30°--A)=sinA 
(ii) cosA+cos(120° A} +ec0s(120°— A)=0 
(iii) ००४१५ + ००४५ 120°--A)+cos(120°— A) 
=3cosA.cos(120°+ А)соѕ(120°—А) 
11. (i) {1-Есоз(А-ЕВ)}{1- cos(A—B)}=(sinA—sinB) 
Gi) {1—cos(A-B)X1—cos(A—B)}=(cosA—cosB)* 


17. G) созес(А-ЕВ)= Oe, 


secA.secB 
1=tanA.tanB 


(ii) sec(A--B)— 
13. G) यदि sin = और cos तो вї(#—ф) और 
соѕ(0+-ф) का मान निकालो 1 
(1) यदि созА=У> और sinB=\, तो cos(A+ B) 
भर tan (A—B) का मान निकालो। 
(i) यदि sing = और tango = 
तो sin (94-09) और tan (0-$) का मान निकालो । 


Gv) यदि созё=ту और cosp = तो sin (6-४) का 


41 
मान निकांलो 1 
(४) यदि ००७4/5 और соз8=3/5 तो tan(<— В) का मान 
कितना होगा ? 
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(vi) 


(vi) 
(vii) 
G) 


(х) 


14. (j 


(ii) 


ш) 
(iv) 


(v) 
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यदि tanA—4/3, tanB—i2/5 तो sin Я 


निकालो । 

यदि тапА={ और tanB=1/3 तो साबित कीजिये Б 
A+B=4 

यदि tang=5/6 और їапф=1[11 तो सावित करो 5 


Өф =45° (655) 
यदि 1874<--०--1 और їапб=а—1 तो साबित करोह 
200 («— B)=a? 
यदि tan<=m और tanf =» तो साबित करो कि 


1—mn 


VIF mJ +n) 


cos (< + В) = 
m 1 
afa uu और (апр =z 
तो साबित कीजिये कि tan (< +B)=1 
a?—2a—1 


यदि tan («--8)-- 


а?--2@—1 
और tan (< — 2) = 21 तो tan2< का मान निकालिये। 


[संकेत : tan2<=tan((<-- В) + (<) 
= tan (< B) tani) इत्यादि] 


_1—tan (<+ Bp).tan(<—PB) 
यदि A+B=45° हो, तो सिद्ध कीजिये कि 
(1+tanA)(1 +tanB)=2 
यदि (1+tan«)(1 +tanB)=2 
तो (<+ B) का मान निकालिये | || 
दिया हुआ है कि А+В+С=т, tanA=2, ianB= к. 
तो साबित करें कि 0-- T MU. | 
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| (vi و‎ ci aS 
| (v) यदि किसी ЛАВС š tan => tan 2-20 
dan 
x तो tan->- का मान निकालिए। (P. U. 488) 


४5. सिद्ध कीजिये :-- 
(1), 1—1ап10° — {ап 35°=tan 10° tan35° 
[संकेत : tan45%°=tan(35°+109)] 
(ii) tan 23°-}-tan22°-+tan23°.tan22°=1 (66S, 69S) 


Gi) tan5A. tan3A. tan2gA=tan5A—tan3A —іап2А 


(Р. U. 485) 
(iv) tan (x+8—27) tan (x—7) tan (8-7) 


=tan(< + 8—27)—tan(x—7)—tan (४-7) 


४6. हल करो :-- 


(9 51п0-Есоз@==\/2. | (613, 63А) 
(1) sin0—cos0= y2 
YA х 4/3 
(iii) sing— == 
Ш) пб —с050 (5 
(Чу) $їпб--со$@ == 
Je /3—1 
(४)... sing —с050 =z 


(vi) А/3со$х-Езїпх=\/3 (56S, 60A) 


[हुल : 4/3 से भगग देने पर दिया हुआ समीकरण 


созт ss sinz=1 
М3 


म्या  cosz-+cot60°.sinr=1 


о 
ү ९००+ न ह्न S . sinz=1 
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| 


/3 
. . SN 
या sin 60. cosr+cos 60°.sinz=sin60°=— 


या sin (60°F2)=sin 60° या sin 120° 


°, 2=0° या 60°] 


17. हल करो :- 


- 1 
(i) cosB—cosA=sin(A+B)= 77 


1 
(iD cos А — sin B= со5(А +B) = 


18. यदि z=vsin(0--45°) और y=rsin(0—45°) तो सिद्ध x 
कि а-у. 


19. (i) यदि sin<.sinB—cos< ००७१--150 हो, तो सिद्ध कीजिये 
कि 1-Fcotx.tang=0 (582, 654) 
(ii) afa sinx sinB—cos< cosB=1 हो, तो सिद्ध कीजिये कि 
191<--181185--0 
(iii) यदि a cos(z-+<)=)b соз(х—«) हो, तो सिद्ध कीजिए कि 
(a+b) tanz—(a—b) cot< 
20. G) यदि sin 9=५.४॥(0+), तो सिद्ध कीजिये हि 


tang=— Sin<.sin8 _ (590) 
I—sinx ००४ह 


(0 यदि а зів) = sin (94-8) तो साबित कीजिये र | 


tan g= sinB—a sin< 
6 Cos<x—b cosf 


EA --- Sina +b sing Si b si 
(iii) यदि tan 0 ळ्या e तो साबित कीजिये fF 
а 5101(0—«)--Ь sin(9— В)=0 
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usin तैर ysing 
t = 
1—2С05ф аресте 1—ycosd 


तो सावित कीजिये कि 


:21. यदि tang 


(1) 2 соѕф--у cos0=1 
(ii) sin 0 : कस: 
[संकेत : tan को 5 में तोड़िये] 


22. чу, यदि A+B+€=7, तो सावित कीजिये कि 
cotB ०010-- 0010 cotA +cotA cotB=1 


(ii) यदि А+В+С=я/[2 तो सावित कीजिये कि 
०013 +cotB+cotC=cotA.cotB.cotC 


23. सिद्ध कीजिये कि 


(i) tan 20°+tan 72°--tan88°=tan 20°.tan72°.tan88° 
(58А) 
(ii) tan 51° tan62°+-tan6]°=tansl°.tan62? tan67° 
(iii) cot27° +cot32°-+cot31°=cot27°.cot32°.cot31؟‎ 
(Р. U. 57A, S.S.70S) 
(iv) /3-+-tan40°+tan80° = /3tan40°tan80? (605) 
हिल : Tf 60°--409--80° = 180° 
e 60°--40°=.80°—80° 
या tan(60°--40°)=tan(I802—80°)=—tan80° 
या An 60°+tan 40 
1—tan 60°.tan40° 
° tan 60?--4/3 रखने पर 
4/3 + tan40°=—tan80°-+y/3 tan40°.tan80° 
अर्थात्‌ 4/3--tan 40°+tan 80° /3tan40°.tan80°] 
24. यदि A+B+ С=т]/2, तो साबित कीजिये कि 
“tanB.tanC-FtanC.tanA-tanA.tanB=l 


=—tan 80° 
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25. 


26. 


27. 


28. 


29. 


30. 


New School Trigonometry 


यदि एक समकोण तीन भागों <,8,9 में विभाजित हो, तो атру | 
कीजिये कि 


I—tanB.tanY 
tan B+tany 


यदि tanx=1, tanB=2 और tany=3, तो सावित कीजिये E 
48+, т का अपवत्यं (Multiple) है i 


tanx= 


cot (A+B+C) को cotA, cotB और cotC के पदी में व्यक्त 
कीजिये 1 


यदि cotA= Vac, сов= |5, С J 
а, 


भौर ८--०१--८-- 1 तो साबित कीजिये कि A+B=C. 


यदि А--В-ЕС=т और cosA=cosB. ००४० तो साबित FF 
कि 


(i) cotB. cotC=1 

(ii) tanA=tanB+tanC 
यदि соз (8—7)-Есоз(У—«)-Есоз(«— 8) = 3/2 
तो सावित कीजिये कि ०08० +cosB-+-cosy=0 
तथा sinx+sing+siny=0 (Р. U. 
हिल : दिये हुए सम्बन्धों द्वारा हमलोग पाते हैं कि 
2९08(8--7)--2005(/--५)--20085 (< — В)--3=0 
अर्थात्‌ 2(cosB.cosy--sinBsiny)+2(cosy.cos<+ sins) | 

-Е2(соз«.созВ-}-зїп«.„вїп В)-Е (ѕіпх + cos) x 


+ (8128 -- соѕ2В) + (sin2y + cos*y)=0 


अतः सभी sine को एक साथ तथा सभी cosine को एक साथ © 
अलग रखने पर हम पाते हैं कि | 
(sin +sinB+ siny)? + (соѕ< --соѕВ--со5у)2=0 

झर्थात्‌ sin< -FsinB-Lsiny=0= cost +cosf 4-с057] 
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31. नीचे दिये गये समीकरणों से < और В को विलुप्त कीजियेः! 
sin<--sinB =a, cos<--cosB =b और с05(4—8)=6 ` N 
32. समीकरण tang+tanġ=b / 4” V 


J) 
й 


cot -соїф=а | 7, gt i] 
और @+ф=« से 6 और $ को विलुप्त Е ANI 26. = i] 


38. यदि tang—tanp—z और соф соу तो-सिद्ध कीजिये कि 
cot(0@—$)=—+— कि Pre 635), Aa 
34. tan (0—<)=a और tan (0+<)=b से 0 को विलुप्त 


[हल :— tan(2<)=tan((a+<)—(0—<)) 


tan (a+«)—tan (0-५) _ =a 
1-Нтап(8-Е<)1ац(06—«) 14-40 


се 


2 
М 
ч 


5. __(1--%) tana 
8 यूदि कम 1— т tan 
а _(1—m)tan< 
ЯТ tan%= mitan? 


तो m को 0 तथा $ के पदों में व्यक्त कीजिये। 
36. यदि tan (A—B) | © L] तो सिद्ध कीजिये कि 


tanA si 
tanA.tanB = tan°C. (ए.ए. 419) 


37. यदि tantz—tan(<--z).tan(<—z) तो सिद्ध कीजिये कि 
sin2z==./2sin< 
38. यदि 2 ८05 (<+ B)=sec(<—B) हो तो साबित करो कि 


pL 
39, यदि 2 1६7-००६ =३०८ हो, तो साबित करो कि 
cotB=2 tan(<— P) (P.U. 60S) 
[हल : दिये हुये सम्बन्ध से cotB=tan<—2tanB 
दोनों तरफ tan< जोड़ने से 
cotB-Ftanz—2tanz—2tanf 
या со:В(1+ tan<.tang)=2(tan<—tanB) 
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2(tanx—tanB) 
1+tan<.tanBg 


=2tan(<— B)] 


° ; cotB = 


40. सावित कीजिये कि 
(i) sin(x— B)cos(<— В) = ѕіп«соѕх + sin ВсоѕВ 
Gi) ѕіп(« — В)соѕ(« + В) = sing cost — ѕіпВсоѕВ 


41. यदि 6--$-< और sing =k sing, तो सावित कीजिये कि 


k sinx sinx 
tang = —. = 
0 1-ЕЁ cosx ओर tang k—-- cos<x 


42. सावित कीजिये कि 
(i) झ्षा(७ग--५) = (—1)"sin< 
(ii) cos(nm-+<)=(—1)"cos< 


(Hi) tan((2n--1)r+<)+tan( 2n4+-1)m—<)=0 


(iv) tofu} =1/\/2 (M. U. 674) 
к м 
43. यदि tang= जावा हो, तो सिद्ध कीजिये कि 
20018 =cot< -Fcoty 
हुल :—दिये हुये सम्बन्ध से 


_Sin(<+y)- 


2sin< siny ९०8 


जा Singcosy. ЭШ<созУ +cosxsiny 
Sin< siny coi 


Sinxcosy 2 
या УШ<Со$У , ९05५7 
Sin<Siny "sina siny =2cotB 


250 CotY--cotx = 2cot B] 
44. 
afa 20013 = COtA +cotC तो faz कीजिये कि 
2९018 = Со(В—А)--со(В—С) 


[हल : चू कि 20010 = cotA +cotC इसलिये 
cotB—cotA = CotC—cotB 
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cosB cosA cosC cosB 


या sin sinA sinc sinB 
эр sinAcosB—cosAsinB _ SinBcosC—cosBsinC 
sinAsinB = sinB sinC 
= sin(A—B) sin(B—C) 
sinAsinB  sinBsinC 
= sin(A—B) sin(B—C) 
sinA — sinC 
sinA С, 
या (А) hp- CET 
या sin(—A)  sinc 
sin(B—A) sin(B—C) 
या Ssin((B—A)—B)_sin(B—(B—O)) 


sinBsin(B—A) sinBsin(B—C) 


या sin(B—A)cosB—cos(B—A).sinB 
sinBsin(B— A) 


_sinBcos(B-—C)—cosBsin(B —C) 
sinBsin(B—C) 


या cotB—cot(B—A)=cot(B—C)—cotB 
.. 2cotB=cot(B—A)+cot(B—C) 
-45. यदि sin(zcos0)=cos(msin0), तो साबित कीजिये कि; 


cos( 04-7 )=>> (B. U. 58S) 


[संकेत : दिये हुये सम्बन्ध से, sin(rcos4)—sin( —--=msin2 ) 


. 7cos9—5-:£7sin9 अर्थात्‌ ९०५४२३३८१0 


अर्थात्‌ сов0--110=1/2 इत्यादि । ] 
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अध्याय ८ 


योगफल श्रौर गुग़नफल का ख्पान्तर 


TRANSFORMATION OF SUMS AND PRODUCTS 
Е 
8.1. Formulae of Transformation 


योगफल और वियोगफल सूत्रों द्वारा :-- 


sin(A+-B)=sinA.cosB-cosA.sinB „0 
sin(A—B)=sinA.cosB—cosAsinB 0) 
cos(A--B)=cosA.cosB—sinAsinB wl) 
cos(A—B)=cosA.cosB --sinA.sinB o 
(1) भोर (2) को जोड़ने से हमलोग पाते हैं कि 
sin(A+B)+sin(A—B)=2sinA.sinB „(3 
(1) में से (2) को घटाने पर हमलोग पाते हैं कि 
sin(A+B)—sin(A—B)=2cosA.sinB „0 
फिर, (3) और (4) को जोड़ने से हमलोग पाते हैं कि , 
cos(A--B)--cos(A—B)=2cosAcosB „0 
और (3) को (4) में से घटाने से हमलोग पाते हैं कि 1 
cos(A—B)—cos(A+B)=2sinAsinB ж 
भतः हमलोगों के पास चार निम्नलिखित सूत्र हैं जिससे हम ४८ _ 


cosine के योगफल तथा वियोगफल को sine तथा cosine के дн 

बदल सकते हैं या विलोमत: (vice-versa) उनके गुणनफल को sine 

cosine के योगफल तथा घटाव Š वदल सकते हैं। 
sin(A--B)--sin(A—B)=2sinA.cosB 
sin(A~-B)—sin(A—B)=2cosA.sinB 
cos(A--B)+-cos(A—B)=2cosA.cosB 
cos(A—B)—cos(A+-B)=2sinA.sinB 
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8.2. sine और cosine के जोड़ तथा घटाव को उनके गणनफलः 
में बदलना । з 


मान लिया कि A= तथा B= 252 


ऊपर के सम्बन्धों में А और B के इन मानों को रखने से हम पाते हैं; 
510 +sinD = 25їп с Š баскар 


? 
sinC—sinD = reos ЕР, sin 


cosC-{-cosD = eos ЕР 3 کو‎ 


cosD—cosC नधी ° sip 


cosine का अन्तिम सम्वन्ध इस प्रकार भी लिखा जा सकता है :— 


cosC—cosD=2sin E Di sno 


2 2 


р के सूत्र (Formulae of Transformation) बहुत ही महत्त्वपुर्ण É 
© इन्हें सावधानी के साथ याद रखना चाहिये । 


साधित उदाहरण 
उदाहरण 1. सिद्ध कीजिये कि 


अने ASD 
cosAFcosB ?११-० 


A+B AB A+B 


हल 1 Sina әв 2S0. cos —5— sin— 
A “АРБАСЫ” AN 
соѕВ AFB А-В A+B 
2cos = —. cos 00$--5 
2 2 2 
A+B | 


=tan—— 
2 
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उदाहरण 2. सिद्ध कीजिये कि 


sin2A+sin5A—sinA _ 
cos2A-Fcos5A +cosA ` tan2A 


sin2A--(sinSA—sinA) 
चाम पक्ष (L.H.S.) = cos2A+(cos5A +cosA) 


_sin2A +-2с053А.ѕіп2А 
— cos2A-+2cos3A.cos2A 


—sin2A(1--2cos3A) 


— cos2A(1-2cos3A) * tando 


उदाहरण 3. соѕАсоѕВ का महत्तम मान निकालिये जब | 


(P.U. 58) 
दी हुई «тт = соѕАсоѕВ 


=5.2со5АсоѕВ 
=$[cos(A+-B)+-cos(A—B)] 
=#[cos90°+-cos(A—B)] 

= }со5(А—В) 


अतः दी हुई राशि का मान महत्तम होगा जब соз(А—В) का ff 
महत्तम होगा। लेकिन cos(A—B) का महत्तम मान 1 (एक) है और पह 
होता है जब A—B=0 अर्थात्‌ A=B. लेकिन 4--5=90°. झा 
A= 45° तथा =45°, 


अतः दो हुई राशि, का महत्तम मान = cos45°.cos45° 


उदाहरण 4. ०95-९059 का चिन्ह निर्धारित कीजिये जब 057 | 
(58А; P.U. б 
पहला तरोका : दी हुई राशि | 


== 101009 сов100° 


- 
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=sin100°+-cos(90°-+-10°) 
=sin100°—sin10° 


100°+10° . 100°—10° 
S ——_ граза Sin 2 


==2с0555°.51п45°==+/2с0555° 


1६200 


लेकिन соз55° धनःत्मक है, इसलिये दी हुई राशि धनात्मक है । 
दूसरा तरीका : दी हुई राशि | 
=sin100° +-cos100° 


l: PE 1 
NDI ەن‎ _ ० 
= 2} sin 100 +; cos 100 | 


=/2{sin 1009.sin45°+cos100°.cos459) 

==\/2со5(100° —45°)=+/2со$55° ` 
लेकिन cos55° धनात्मक है, इसलिये दी हुई राशि धनात्मक है। 
TET 5. सिद्ध कीजिय कि 


sin20°.sin40°.sin60°.sin80°=3/16. 
(P. U. 42А, S. S. 64A, H. S. 645} 


` वाम पक्ष = sin60°(2.sin20°.sin40°).sin80° 


V3 
= -(cos20°—cos60°.sin80°) 


М3 
= (c0s20°.sin80°—g.sin80?) 
3 
= (2cos20°.sin80°—sin80®) 
= v3 Я, ` . 
= g (sin 100°--sin60°—sin80®) 


3 . я 
=—s-(sin80°-Lsin60°—sin80°) 
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उदाहरण 6. व्यंजक 4cosAcosBcosC को चार cosines के योग q 


A व्यक्त कोजिये | 
दिया हुआ व्यंजक 4cosA.cosB.cosC 
=2совА.(2со5В cosC) 
=2cosA(cos(B+C)+cos(B—C)) 
=2cosAcos(B+C)+2cosAcos(B—C) 
=cos(A B--C)+cos(A—B—C) 
1-cos(A +B C)+cos(A—B+C) 
उदाहरण 7. व्यंजक sin(B +C—A)+sin(C+ A—B) 
+sin(A+B—C)—sin(A+B +0 
को sines के गुणनखण्ड Я व्यक्त कीजिये । 
'दिया हुआ ajr ={(sin(B+C—A)+sin(C+A—B)} 
+{sin(A+B—C)—sin(A+B+0)} 
=2sinCcos(B— A) + 2cos(A + B)sin( — С) 
=2їлС{сов(В— А)— cos(A+B)} 
=2sinC(2sinB sinA) 
= 4sinA sinB sinC 


EE I OTA) UFD कतली 


तो सिद्ध कीजिये कि 
sin(A—B) HE? sin(B—C) +2 sin(C—A)=0 


11 
मान लिया कि इन दी हुई निष्पत्तियो (Given ratios) से प्रम | 
बराबर है, जिससे कि 


z—k tan(0 +A) 
у= Е tan(0+ В) 
š 237 tan(0+C) | ncn. үү, ; 
« TTY _tan(0+A)+tan(0+B) sin | 
"ау “tan (ОА) rN SA 
अत; पहला पद सरल (simplify) करने पर i 
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zty sin(A—B)=sin(20+A-B)sin(A—B) 
=3[с052(6--В) —соѕ2(0-+-А)] 
“इसी प्रकार दूसरा qa=1[cos2(0--C)—cos2(0--B)] 
और तीसरा 9% 1[с02(3-+- A)—cos2(0+C)] 
:अत: इन्हें जोड़ने पर हमलोग पाते हैं कि 
zty sin(A—B)+ E sin(B—C) 
+ sin(C—A)=0 
-उदाहरण 9. यदि зїпб--зїпф= \/3(созф—созё) तो 
साबित करो कि 51030--5103ф=0 (P.U. 594) 
दिया हुआ है कि sin0+sin$=+/3(cosó—cos6) 
0+ 0—ф 


त्या 2sin——. COS 0 /325in = чту 


in? BB ү 0دا‎ 
ат 2sin ०४ 3 4/3sin 2 
8+%__ 


आए जा = 
š в—ф _ /2 0 
या cos—5—-4/3sin 2 


> 960 ...)1( 


0—91 
अर्थात्‌ (o TE) 


या 6-९ __ 30° | T... (2) 
ш Бе к= 


अब, sin39--sin3p—2sin 
j 2 sin0,cos ®; (1) से 


F | 2 अगर, ९०890०; (2) से 


Te: (1) और (2 पाते है 92300, $= —30°. 
) को हल करने पर हम ’ 
9 और क के इन मानों को रखने से भी परिणाम साबित किया 
जा सकता है। 
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EXAMPLE 12 
सिद्ध कीजिये :— 
1. cos(A+B)+sin(A—B) 
T nN 
=2 sin +4 ) соз(2-+В) 
sin10° +sin50°=sin70° 


SN si —tanl8 
cos33° + 0053९ ш 


2. 
ы 81143 --5іп3° 
RS 


A+B 
desi WN 


5 J Sia गत Eas 
TT 

6. पी =tan(A+B).tan(A—B) 

Жу 
@ бе соза; =tan20 


SIn30—Ssin0 


27 
YA ००597००828 7-८०838 = 4726 


9. SinA—2sin2A-bsin3A 
cosA—2cos2Ay 005547०129. 
10. SIDA +sin3A+sin5A+sin7A 
COSA--COS3A-FCOsSA 09 А Ecos? A= tandA 
11. sinl TA.sinA + sin7A SINA. sina +sin7A.sin3A 


__ COs11lA.sinA--cos7A sin3A 228A 
12. ` cos2A-FcosdA +-cos6A--cos8A=4cosA.cos2À osh. 
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sinx + sin2x +sin3< +sin4% = 4cos > sin cosx 


sin2A +sin2B+sin2C—sin2Z(A+B-+C) 
=4sin(B+C)sin(C+A).sin( A+B) 
sin(B+C—A)+sin(C+A—B)+sin(A+B—C) 
—sin(A +B+C)=4sinA.sinB.sinC 
cosA +cosB+-cosC+-cos(A+B+C) 


B+C CHA „A+B 
= cos 22-008 ठ CO 


17,/ eos10°.cos30.cos cI 


YA 


25. 


21. 


cos20°.cos40°.cos60°.cos80°=1/16 
(51S, 55A, 61S, 62А, 67А, 67S, 69А, 715; Н. S. 675) 


cos40°.cos80°.cos160°= — 1/8 (605, 665) 
tan20°.tan40°.tan80°=tan60? (Р. U. 495) 
сов20°--соз100°--со$140°=0 (52А) 
cos55°--cos65°+cos175°=0 (63A) 
cos10° + cos20° 4-со540° +cos50° 
= 24/3с055°.с0515° 
(i) sin(g—120°)-+-sin0-+sin(0+120°)=0 (७45) 
(ii) соѕ(0—1209)-+соѕ0--с05(0--120%)=0 
1 aq 25 कीजिये कि 
यदि coses ‚ sinB= = तो सिद्ध 
ап Р со =5+2У6 
यदि ०05५ +cosB= а तथा sing+sinf =b तो सिद्ध कीजिये किः 
ызыр | 
tan — 2 == š 
यदि ०४० ^ -secA=cosecB-Fse0B, तो सिद्ध की जिय किः 
A+B 
tenA.tanb—cot—5-- 
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> f cosA+cosB ] [A sinB 
28. सिद्ध कीजिये कि Е СОЗА 


=2сог Р यदि п युग्म (even) संख्या हो, या =0 sz, 
अयग्म (odd) हो । (Р. U. 49А, 505; B. U. 56A 51 


[हल : दी हुई राशि 


А—В . A+B А-В] 

2с05 лы соз Е 2sin E cos аш 

Ж AFB Asp AEB RN 
2cos SO - 2sin EE sin—— 


С) +(—1) (cot- ) 
Case I. यदि n एक even «едт हो तो (—1)"=1 


°, чіт (o=) (cot А—В ) 


А—В 
= е 
2cot 2 


Case II. यदि n एक odd संख्या हो तो (-1)"- 


रोशि> СЕ =) (со =) =0] 


2 шее шт) (сос Ш 
n 


८०४8 —cosB 
यदि z=acos(8--<), y =bcos(0-+ B), а=ссо(#+1) 
तो सिद्ध कीजिये कि 
—sin(B—7)-+-—sin(y—<)+-sin(z—8)=0 1 
(९.० 
‚ 31. यदि sin9—nsin(9-24), तो सिद्ध कीजिए कि 


U И 
ai 


५ 
(81(6 ha) in = ах (В. л 
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sinp _ 

sin(0+2<) 

г. Componcndo और dividendo का व्यवहार करने षर 


1--% _5и(@-Е2«)-Езїп# 
1—» sin(0--2xX)—sing 


[हुल : दिये हुये सम्बन्ध से = 


0+2<+0 0+2%—0 
= СОЗ ани 


= 


“cosl न ЛЕЕ) | 
2:2 


2sin 


2005 


— 


sin(0+<)cosx tan(0-<) 


Cos(g+<)-sin< tanx 
=. tan(0 +4)= tani 


afs sin4 = k.sinf, तो सिद्ध कोजिये कि 
x—ß k < +В 


tan—--—-—tan 
ао 7 


यदि (81106 +$) = 31809, तो सिद्ध कीजिये कि 
G) sin(20+9)=2sing 
(ü) sin2(0 +%$)--sin20=2sin29 (Р. U. Pre 63А) 
Tig cos(A--B)sin(C +D)=cos(A—B)sin(C—D) 
तो सिद्ध कीजिये कि cotA.cotB.cotC=cotD (575) 


(केत - _ cos(A-+B) sin(C—D) 
[संकेत : दिये हुए सम्बन्ध से ОАВ) sin( CFD) 


अव componendo और dividendo का व्यवहार कर] 

यदि вїп«.вїпВ =зїп(&—ф)зїп(В+%), 

तो सिद्ध कीजिये कि <— B=, सभी कोण न्यूनकोण हैं। 

यदि cos<-FcosB-Lcos0=0 और sinx-FsinB-+-sind =0 


> +B 
तव 2008 मर — +1 और с010==С01—7 7 


यदि S(O +<) _1—т तो सिद्ध कीजिये कि 


Cos(0 —<) 


धातु —0)tan( (= (B. U. 563) 
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3 зіп(к— В) , $0045) _0 तो सिद्ध कीजि 
38. afa sin(<— B) ^ sin(7 8) त 4 कि 


tan<.tany +tanB.tanë=0 


cos(1 + f) sin(7 ó) द्र RHAI कि 
39. यदि со ЕВ) snr) तो सिद्ध कोजिये कि 


tan<xtanBtany=tanë. 
[संकेत : Cemponendo अर dividendo का व्यवहार कर।] 


40, यदि OSP) 205079) | तो faz कोजिये कि 


cos(x + P) ' cos(Y-—6) 


tanx tang tany tanĝ= — 1 


— у; — 
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अध्याय ९ 
अपवर्त्य॑ कोण 


MULTIPLE ANGLES 


9.1. अगर 6 कोई कोण हो और о कोई पूर्णा (integral) हो तो no 
रूप के कोणों को अपवत्यं कोण कहते हैं, चाहे ७ का कोई भी मान 
हो। इस अध्याय में इन्हों अपवत्यं कोणों के साथ त्रिकोणमितीय 
निष्पत्तियो का विस्तार दिखाया जायेगा। TAT कि आगे चलकर 
मालूम होगा, इन त्रिकोणमितीय निष्पत्तियों का विस्तार A+B 
की त्रिकोणमितीय निष्पत्तियों पर आधारित है। 


9.2. ЭА की त्रिकोणमितीय निष्यत्तियों को 4 की त्रिकोणमितोय तिष्प- 
त्तियों सं व्यक्त करना | 


धारा 7.2 से हम जानते हैं कि 
sin(A--B)=sinA.cosB -cosA.sinB 


cos! A --B)=cosA.cosB—sinA.sinB 


е tanA +tanB 
'an(A+B)=7 anAtanB 


ऊपर के प्रत्येक सूत्र में 8 के बदले А रखते से हम पाते हैं कि 
I.  sin2A=sinA.cosAÀ -FcosA.sina 
= 75іпА.С05А 
I. cos2#=cosA.cosA—sinA.sinA 
к= cos? A—sin'A 
या создА--1—&1п°А—51'°®А 
=1—2sintA Q) 
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या cos2A = ९08१8--(1 0 cos? A) 
= 2costA—1 ® | 


Š _ tanA+tanA 
और WH. 01868 = аА лапА 


2tanA 
= 1—tam A 


ВА –1 š 
फिर विलोम प्रकृति से cot2A = е इत्यादि इत्यादि | 


, 


cotA.cotB—1 = > _ 
cot2A का विस्तार cot(A + B) = 018 LcotA - q B= À 'रखने 


से मिल सकता है। 
उपसाध्य : (соѕА --8118)1 = ९052 +sin2A +2sin АсоѕА 
= 1-sin2A 
ओर (совА—5їпА)® = ००5१८ -- 91१0 —2sinAcosA 
=1—sin2A 
फिर, (i) और (ii) से transposition & द्वारा 
2sin?A = 1—cos2A और 2cos?A = 1 +cos2A 


1—cos2A 


~. tan A= Е 
аА 1+cos2A 


9.3. sin2À और cos?A को tana के रूप मं व्यक्त करना | 
2sinA.cosÀ 

sinsAcosA | 

अंश और हर दोनों को ८०४24 से भाग देने पर हम पाते हैं हि 


ऊपर से, 912, =2sinA.cosA = 


९08१8 -Sin — sin! 
СОА ША 
ЭГ और हर दोनों को ००४१८ से भाग देने पर हम पाते ú ү : | 


फिर, со$2А = ००४१५ — ३0१8 = 


1— tan? A 
cos2A = З 
1--їапА 
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9.4. 24 की त्रिकोणमितोय पिष्पत्तियों का रेखागणित द्वारा प्रमाण 
(Geometrical Proof) 


मान लिया कि РОК एक 
агач है जिसका 0 केन्द्र है 


और QR व्यास ë 1 परिधि पर 


? कोई विन्दु है इस तरह से @- о MES: R 
Z/PQR = А. 
PQ, PR और ОР को मिलाया | 
अब °" 07-00 (त्रिज्या होने स) 
/_ОРО=/ ООР=А 
/_POR=2A 


P से PM । ОК खींचा ! 
फिर fF P, अद्ध वृत्त की परिधि पर कोई fag है 
इसलिए / ОРА = 1 समकोण और फलस्वरूप / MPR = A. 
अब AOMP से 
(i) sin2A == ер पल 
2PM PQ 


= हल ` OR 
=2sinA.cosA 
(ii) cos2A= = 200 =O 
(OR—MR)+MQ—0Q _MQ—MR 
= ы 7 QR 
(५ 0९२०३) 


= CoSA.cosA—sinA sinA 


— cos A—sinA 
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Т О РМА MEM C AZEM 
(iii) tan2A = 5M OM MQ—MR 


(OM =MQ—MR पहले निकाल चुके हैं) 


2PM 7PM 
OMS ом 
E TEVR MR PM 
` QM РМ OM 
2tanA 2 2tanA 


= Т—тапАлапА l—tan A 


9.55. 34 की त्रिकोणमितीय निष्पत्तियाँ 
sin3A =sin(2A + А) = 51п2А.соѕА | 
= 25іпА.соѕА.соѕА + (1 — 25іп?А)ѕіпА 
= 2sinA(! —sin®A) + sinA(1 —2sin2A) 
= 3sirA —4sin 3A 
इसी प्रकार 
cos3A =cos(2A + А) = cos2AcosA—sin2A.sinA 
=(2cos2A — 1)соѕА —2sinA.cosA.sinA 
= (20082 —1)совА—2совА(1—соз?А) 
=4cos?A— ЗсоѕА 
और tar3A =tan(2A +A) 


> їап2А--тапА 
1—тап2А.1апА 


2tanA 
[छा -rtanAÀ 


2tanA 
1 tanA tanA 


2tar A-tanA(I—tanA) 
{i—tanA)—2tanA 


3180 5-.. 18117 A 


Star A 
SHUEY : (॥ ` sin3A = 251п А— 49115 А 


.. 4Sin 3A ~3sinA—sin3A 
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(ii) ` соз3А=4со5*А—со$А 
2. 4cos5A=3cosA--cos3A 
1 


(17) ऊपर में 1ап3А के सूत्र में (813. के बदले 


coA 
б 1 
और tana के वदले रखकर ८०६34 का विस्तार 
cotA 
cotA के रूप में निकाल सकते Š । इस प्रकार 
аай 
o l eo cot3A _ScotA—l CcotA 
COTA 3 = сопА “०-3 
cott A 
3cot?A—1 Зсої?А—1 


—cotA(co®A—3) — сої#А—3соїА 


сої#А—3соїА 


अतः cot 3= ү 


यह विधि काफी व्यापक है और इसे 4A, 5А इत्यादि की निष्पत्तियाँ 
| करने के लिए प्रयोग में ला सकते Š 1 
9.6. Summary : अभो तक इस प्रकार, इस अध्याय में हमलोगों ने 


निम्नलिखित सम्बन्धों को साबित किया б! 
(पाठकगण इसे अच्छी तरह याद कर ल) 


: е 2tanA A 
5109 А = 25їпА cosA= Tta у 
cos2A = cos?A—sin?A— 2с05?А —1 =1—2simA 
1—tan’A 
` 1+tanA 
2tanA 
maas 1 —tam A 


sinBA—=SsinA—4sinA 


соѕЗА — 4с05:А —3с05А 


3tanA—tan’d | 
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साधित उदाहरण 


उदाहरण 1. sin2A और соз2А का मान निकालो जब 


nA (524) 
wa 2tanA 2.3/4 
3 16 24 
| 2 25725 
| ° 
| दीर ما ےی‎ A 1-9/16 


i+tanA 1+9/16 
क 
"259 
उदाहरण 2. सिद्ध कीजिये कि 
cot9—tang =2cot20 (45А, 614} 


cosh 5118 
5110 cos 


हल : cot — їап0 = 


९0528 —5їп°0 2с0520 
७1070९0850 ~ sin20 
=2cot20 
उदाहरण 3. सिद्ध BIRR कि 


1—tan?(45° > 
1 -Ftan?(450 A) =52А 
मान लिया कि 45०-. 6 = 


1—tang 
वाम पक्ष 
l+tan?9 =cos20 


= cos(90°— 2A)=sin2A 
उदाहरण 4. सिद्ध कीजिये कि 


С050—51п0 
соз +sing = 5°®°20—1ап2в 


बाम पक्ष 05 —sing 
००9 sina 


अव अंश और हर में ००७१-88 से गुणा करने पर 
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_(cosb—sing)® 
С 00826 -- 120 


1—51п20 1 51020 
cos29 ०0520 cos20 


=sec20—tan20 
उदाहरण 5. सिद्ध कीजिये कि 
ѕес284-1ап20 = ап(1/44+- 0) 


] +sin28 


बाम पक्ष लि 


(cos sind)? cosg {sinê 
cos?9—sin9 0050-98 
अंश और हर दोनों को ००७९ से विभाजित करने पर 


2 J+ tana 
` )—tan0 


—tan(7/44-9) 


उदाहरण 6. सिद्ध कोजिये कि 


1 —+sin20 _ 1+tanA (434) 
1—sin2A 1—tan0 


_1+2sinA c3s0 ѕіп0 4-с0520--28110С050 
वाम पक्ष sina 505 51104-00520 —25110050 


(sinA-FcosA)? (cos8-F 120)? 
(sing—cos4) (cos0—sin0) 


अंश और हर दोनों को costa से विभाजित करने पर 


1--[(810 
I—tan0 


se. 14-tang 
नोट कि = 1an नू +0) 


с - 1--51126 ° DE iiy) 
al sinio tan ( 4 ) 
उदाहरण 7. सिद्ध कोजिये कि 


0). Шш AA 6089 
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(ii) tan +0) —tan( -8) 21826 


EE TLE tend 
हुल : हमें, an(- +0) 1—{а: 
1 —tano 
an( 4 -) l+tang 
: NE? ` T T 
Gi) जोड़ने से tan, +4) + tan( 1 —) 
__ 1+4 1—tan4 
` 1— tan)" ] +Ltang 
(1 +tan4)? (1 —tana4)? 
1—tang 7 
2(1-tan®n) 2 
1—tan?9 ~ 60529 
=2sec20 
और (1) घटाने से दिया हआ व्यंजक 
l+tan? 1—tana 
l—tang }--tanAa 
(1--їап0)2—(1— (апу)? 


1--1 8190 
__ tang Д 
= Гапар = 214020 


उदाहरण 8. सिद्ध कीजिये कि 


tan9--tan(602-- 0)+tan(120° + 8) 318138 


हुल: єў tan(60°--0)+tan(120°--0) 
—__tan60°- tang 


_1ап120°--{апв 

1—{ап609 тапа] —tan1200,tang 
\/3--1апа V3 +tan 

= 3 0 
1— V3tang " 1 VHA 
('3-rtan0)(] + v3tan0)--(tan0—./3)(1 | 

(1—/3йап6)(Т-ЕА/Зїалб) — 
Stang 
1—3tang 
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कई т Stang 9tang—3tang 
I हुई राशि = {A00 t = — 
URI 77 1— 3(ап?9 1— 3ап?0 


—53(3tang—tan39) _ 
= 1- अब २०13120 
उदाहरण 9. सिद्ध कीजिये कि 


1--sin2A—cos2A 
1+sin2A+cos2A 


=tanA (465, 584}; 
_ (I—cos2A)+sin2A 
(I+cos2A)+sin2A 


_ 2sin*A + 2sinAcosA 
T 2००52७ -- 2510056 ` 


वाम पक्ष 


_ 2sinA(sinA +cosA) 


T 2cosA(sinA + ०058 ji jani 


उदाहरण 10. यदि 2127 = 37 तो सिद्ध कीजिये कि 


sin2B 

ру = шеке ; 515, 60А), 

१(५-४) сео (P.U.47A, 495, ) 

हल : चू कि 2tanx=3tang .". tanx=°/stanf 
tan<x—tanB 


भब, tan(«— В) аади 
_ | |tanB—tanB 
= 1+š|,tan28 
tanB___sinpcosg_ _ 
=2-3tan°Ü — 2costB--3sin*B 
2singcosB __ 8128 
=дсоз@В-Ебзш*В 7 4соз°В-Е6(1—соз°В) 


= s —cos2B 


s= रे ००559 को व्यक्त कीजिये । 
हरण 11. cosg के परों मं co (P. U. 47A > 


हमें, ८८550 =со5(30--2#) 
= со530.с0520—1130:51п20. 
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= (4cos30— 3cosg)(2cos’8— 1) -- (3sin9—4sin?g)y 
x | 


= (4с05%0— 3८050) (200576- 1) — 2911१8 х 
соѕ0(3 — 4sing) 
:(4с050-— 3с050)(2с05%0 — 1) —2(1 —cos%0)x 
(4со526 —1)соѕӯ 
= (800579--1 00090 + 3с050) 
--20050(500579-- 400$78- |) 
= 1600576-- 20cos30 + 50058. 
"नोट : इसी प्रकार 51050 को sing के पदों में हमलोग व्यक्त कर सकते है 
उदाहरण 12. सरल को।जव :-- 
29.9130 indo. ©0330 (P.U. 544) 


. 3९088 --с053 in3 3sin0 — sin30) cosh 
दिया हुआ व्यंजक = i SRS — эз) и 


ә 


= = [3cos0.sin30 + 51130.с05304-35100.с080 
— 51136.08 


1 ssin(30-+0) = Ер 


"उदाहरण 18. साबित कोजिय कि :-- 
cos4z—cos4z = 8(cosz—cosy)(cosz + созу) X ° 
(соѕх— ѕ1пу)(соѕ--ѕіпу) (HS. 665) 
ЧТ: cosdz—cosdy=(2cos22z—1)—(2cos22y— 1) 
2(cos22%— cos227) 
= 2(cos2z— cos2y)(cos22-c052Y 
=2(2с052;—1-_2соз%у--1) X 
(2008%४-- 1 4-1 — 2sin?y) 
= 8(cos?:—cos?y)(cos?a—sin"Y) 
= 8(cos»—cosy)(cosn--cosy) X 
(cose—siny)(cosz--siny) 
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उदाहरण 14. यदि ००१७ = соц@—х)соца— 8) तो साबित कीजिये कि 
९०120 -१(००(९ --००18) ; 

aa हुए सम्बन्ध से 1800 = tan(@—<).tan(— В) 

1—tan?9 

1 +tan29 


š —tan(0—<<)tan(0— 8) 
= 460826 1+tan(0—<)tan(8—B) 


cos(0—<)cos(0— B)—sin(0— <)sin(8— В) 


Cos(0—<)cos.g— B)+sin(g—<)sin(0—PB) 
cos(8g—<+ ü8— B) _ со5120—<— В) 


cos(0—<—80+B) “cos(B—<) 
ат, cos(B—<)cos20=cos20.cos(< + B)--sin20.sin(<--B) 
या, cos20(cos(B—<)—cos(<+-- B))=sin20sin(x-- 8) 
या, cos20.2sin<sinB=sin20.sin(<x- B) 


cos20 _ sin(x- В) 
ѕ1п20 ` 2sinxsing 


1 sinx.cosB--cosxsinB 
2 8114 9118 
.. Cot20=}(cotx+cotĝ). 
उदाहरण 15. यदि <=g|13 तो साबित कीजिये कि 
cosx.cos2<.cos3<.cos4<.cos5<.cosó6x=1|64 
(57А; P.U. 53A; P.U. Pre 60; H.S. 70А) 
हेल : मान लिया कि वाम पक्ष (L. H. 5.) में दिया हुआ 


गुणनफल P के बराबर है। तो अब 
2Psin<x—2sin<.cos<.cos2<.cos3<.cos4x.cos5<.cos6<. 


sf cos20= 


या, 


=sin2<.cos2<cos3<.cos4<.cos5<.cos6<. 
=1|[2sin2<cos2<]cos3<.cos4<.cos5<.cos6< 


= क [2sin4<.cos4<]cosš<cos5<.cos6< 


= Jsin8<.cos3<.cos5<.cos6< 


== 25105<с055хс053хс056< 
[ `.` 8< तथा 5< 9999 (supplementary) है) 
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=3sin10<.cos3<cos6<. 
== 1sin3<.cos3<cos6< 
[ ` 10< तथा 3« अनुपूरक है J 


1 
Шыг, 6x 
[65106*С05 
== уу Г." sinl2<=sin(13<—<) 
=sin(m—x)=sin4] 
ESER 
* P= 3 >32 xsinx 04 


ss == 


1 za 2 E 
511109 с (6030०४ 


м3 


न 1 2 
हल : बाम पक्ष का व्यंजक=2( आतवा ) 


_ „f sin30° ss) 
s (80108 —5810° 
कग ती 130° cos10°—cos30°sin!0” 
81110" ८०510 
2sin(30°—10°) __ 22720 
—siniU?cosl0” 7 2sin10°.cos10 
sin20 
81120" | 
नोट :--इस सवाल को 4/3 = tan60° रखकर भी आसानी से बनाया ग ड 
सकता है । 
उदाहरण 17. साबित फोजिय कि व्यंजक | 
००४११ --००४१(< 4-6) — 2соѕ«со50.с05(& +0); т 
0 से स्वतंत्र है। (P.U. 468; PF ' | 
हल : दिया हुआ व्यंजक ; 
1 
=cos0 --००४१५ + 0)—{cos(x — 0) +cos(x + 0)10 
=cos*0—cos(< —0).соз(« + в) ००५१७ (००७४-४0 
= | —cos% = 510° 
इसलिए दिया हुआ व्यंजक 6 से स्वतंत्र है । 


=4. -=4. 
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उदाहरण 18. साबित करें कि 
1ап(60° —«).{ап<«.їап(60°--«)={ац3« 
तथा इसीसे साबित करें कि 
tan6°.tan42°.tan66°.tan78°=1 : 
(P: U. 585, 56А; B. U. 565) 
हल : दी हुई राशिं=३०५ tan(60°+<)tan(609—<) 


sin x sin(60°+«) sin(60°—<) 
cos cos(60°--<) cos(60°—<) 


अव अंश (Numerator) =sin<sin(60°+<)sin(609—<) 


= sinx(sin60°—sin’x) 


=sinx(3 asin“) 
=sin<(3— sin3<)/4 
= (3sin< — 451п°<«)/4 
=1sin3< 
इसी प्रकार हर (Denominator)=cos<cos(60°--<)cos(60°—<) 
=cos<(cos*609—sin%<) 
=cosx(costx—sin60?) 
= cost (cos? —°/) 
— cost (cos — 3) 14 
2400834 
“`, दी हुई таг 25113</4с083 


=1ап3< 
: tan(60°--<) तथा (४1(60?--«) का विस्तार करके भी यह 


साबित किया जा सकता है। | "अल NAZI 
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दसरा हिस्सा 
दी हुई राशि में x= 60° रखने से 
tan(60°—6°)tan6°.tan(60°--6°)=tan3.6° 
या tan54°.tan6°.tan66°=tan18° 4) | 
फिर दी हुई राशि में =18° रखने से | 
tan(60°—18°).1an1 8°.tan(60°+18°)=tan3.1% | 
या tan42°.tan18°.tan78° =tan54° „0 | 
अब (1) और (2) को गुणा करने पर 
tan6°.tan42°.tan66°.tan78°=1 
उदाहरण 19. साबित कीजिये कि | 
- — sin30 +sin3(120° + 0) +sin3(240° 4 0)= - ام3‎ | 
(P.U. 56) 


हल: चू कि $¡n30=3sin0—4sin9 
~. 4sin3g=(3sin0—sin30) ; 
इसी प्रकार, 410(120°4-0)=3511(120°-+0)—103(120°-9) | 
=3sin(120°--0) —sin(360°+3/) | 
= 3sin(120°-+ 0) — 51030 
तथा 45112(240°-+0)=3510(240°-+ 6) —sin3(240°+0) 
=3sin(240° + g)—sin(720°+34) 
=3sin(240° + g)—sin30 
जोड़ने पर, 4[51д30--ѕ102(120° + 6) +-5¡n3(240°+0)] 
=3[sin0 +sin(120°+ 0) 
+sin(240° + 0)]—3sin30 
लेकिन,  sing+sin(120°+9)+ sin(240°+8) 
= зіп +sin120°.cosg +00517 
-Fsin240° cosg--cos240 


=sin0+ КЕШЕ, 


M3 


9 ९058 39110 
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इसलिये (1) से, . ЕА 
sin30 +sin°(120°-L- 0) +Sin5(240°-Lg)=—J, sin3g 

उदाहरण 20. यदि tanA.tanB= ja तो साबित कर कि 
a+ २ 
(a—bcos2A)(a—bcos2B)=a—b _ (P. U. 52A) 
कि tanA.tanB= | ७-0 इसलिये : | 
е a+b ур) 
зд О ВЕЦ 
tan А ` tan3B 
__1—tan A 
अब C0520 | 
Ja 2219-5000 
__ (a+b)tan?B ° : | 
= a—b с 
1+ Q ans 


(a4-b)taniB—(a—b) 
— (a+ btanaB-r(a—b) 


5(1--tan?B)—a(l —tan"B) 
= a(1-Ftan?B)—5(1—tanB) 


a(1—tan'B) š 
b= 1-Ftan?B _b—acos2B 

itn) a-bcos2B 
` IFtanB 


b(b—acos2B) 
a—bcos2A=a— 10598. 


"— 
= a—bcos2B 


अतः (a—bcos2A)(a—bcos2B)=a*—b' . 

Sa EXAMPLE 18 
न. 0) sin2A, 0०७2 का मान तिकालिये जब СОВА = s: “° 3 
(ü) यदि лапа == तो sin2A का मान निकालिये | (625) ` 


АЫ А 
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सिद्ध कीजिये कि 
i 81720 _ „у 1-700926_ 
> O وما ووم‎ CA) D ea 


225 81144 —sin°B A+B 
Gii) simAcosA —sinBcosB =tan(A+B) 


(iv) sin(45°+ g)sin(45°—0)= 1соѕ20 

(у) sec(45°+-6)sec(45°—6)=25e026 
3. G) cotg-+tand =2cosec20 

Gi) tan50°+ cot50°=2sec10° 


(iii) cotg—cot29— cosec20 (06) 

(iv) 5ес0 = 251п0(с010 —cot20) ; 
(у) cosec20--cot40=cot0— cosec40 09] 
(vi) 1+tanA.tan2A= sec2A (49S; H. S. 69 | 


соїА tanA ТА 
15 کے‎ бА, (1) 
(ул) cotA—cot3A tan3A— tanA 1 6 


4cos2A. | 
2 FAS 44A, 200 
4. сої®А— їап?А= (2А) (248, | 


5. ` sec20—tan20=tan(z|4—0) | 
००४20___1--1916 (585,6 | 
1-Fsin29 1+-їапө | 


7 6 81140 : 1—cos20 
@ ८०५26 1—с0540 


(ii) (1—2sin$)(1--2sing)(1-- 200529) 14209 | 


=tan0 


(i) sinan. 7८ 


4tan0 
1—tan40 
4tanš0 


H) tan20—sinl0=—— — — 
(ii) tan20 WA 


8. G) sin20--tan20= 


>) (шу 2cos20 +} 
оё. (iii) ‘tan(60°--6) tan(60°—0)= 2cos20—1 


(уу I+tan%45°—A)_cosec2A—1 
1+tani(45° yA) соѕес2А+-1 
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соіб—іапӣ _ e: 
ў Отит ' 


sing +sin20 > 
Gi) [Foose Fc0528 tano (59 5) 


10. (i) cos40—sin40=cos20 
(ii) cosS09+sin°09=1—— ६ 10220 , 
(iii) cosS0—sinS08=cos20(3--cos220)/4 
(iv) cos +sin û =1—sin®20 + 581120 
(у) 4(соѕ%0—віп86) =4с0520—іп208іп40 


51п30 :- соѕ30 ०0५38 81130-55 (2 
п) sing 0090 Gi) sing 00980 22८0 
00526 sind _ 
ш) sing ञ 0080 0120 
12. 4(cos310° +sin3209)=3(cos10° +sin209) (56S) 


13. (i) соѕ30 —sin39=(cos0 +sin0)(1 —2sin2d) „а 
(ii) cos30--sin30=(cos0—sin0)(1 +2sin20) 


1 ` 
_ Де а РЕ 
cot — 3їапо 2132030 — tano] 
15. singe तकी ०७. ८. U.N) 
i. =s 1--2cos20 


और इसीसे sin15° का मान निकालिये!  _. 
36. G) созЗө.соз30-Еїп30.їп30=С03?2# _ 
(58А; B. U. 535, 568, 575) 
(ii) соѕ?05іп30--1030с0530= |sin40 
(iii) sing,cos?9—cosg.sin?9—251249 
37.G) sin59— Ssing —20sin30 163758 
(ii) совбӣ —32с08%9 —48соз9--180080—1 


`` (в. ए. 5489) 


(iii) tan4p= _Atand—4tan®d 
ш 1—6(ап29--їа0*0 
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18. (i) costa cos 2 — 2с05<.с052.с05(<-+ 8) = іп शै | 
(ii) sinx + sin +2sinsin 8.cos(x -- 8)= sin*(< + 8) 
(iii) ८०४१४५-००४१1२००--७)+००४१(120%-- 0) -3/2 


(P.U. ॥॥ | 
(iv) со520--со5°(60°-- @)-Есо55(60°— 0)=3/2 


19. (i) sir0.sin(6G°+ 6)510(609— 6) 52६7136 © (554, 65) । 

(ii) со$0.со5(60°--60)со5(60° -.. 9) 5३००५38 | 

20. (i) tang+-tan(60°+-6)+-tan(120°+ 0) =31а130 

(ii) cot+cot(60°+ 6)--со!(120°-- 0) = 3сої360 | 

(P.U. 49 | 

{ 21. соі0.с0{(60°--0)со{(60°— 0) =сої30 | 
22. (ап04-21а120--41ап404-81ап80=с0:0 

[संकेत : со10—1ап0=2соі20 तथा इस सूत्र में 6 के 

बदले क्रमश: 20;:30, 40 रखकर जोड़ दे 1] 


20082 ' P 
23. ; (ü) EKIH] +(20080-1)(2०0520--1)(200820-)) | 


| Ово 
[संकेत : (2००39 +-1)(2००89 1) = (2९0520 +1).] | 


. 3 .... [संकेत : tang(l--sec20) = tan26] ` 
24. sin2"9—2"singcosgcos29c05229 ०082118 
25. (i) यदि 0=7/11, तो सिद्ध कीजिये कि 

COS0.cos20.cos30,cos40.cos50 1/32 
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cosbcos26c0s2?8.c05230...c0s2™ و‎ 


(ii) सिद्ध कीजिये कि 


2 Ёл Smr ioa 
CA AA SSi те 


सिद्ध करो कि एक त्रिभुज ABC में जिसमें C=90° 


cos2B—cos2A 
sin2A 


tanA—tanB (585) 


समीकरण sin3e— 3вїп®—451п°@; ts = 40S 305 
की मदद से सावित कीजिये कि | 
(i) sin20° іп40° ѕіп60°1180°=3/16 
(ii) co 520°,cos40°.c0560°.c0580°=1/16 '” 
यदि соз (24), तो सिद्ध कीजिये कि... 


We 


(i) ००४29 HP eza) Е e $ 


i (i) -cos39—H(2? Haa) 
. यदि tanB—3tan<, तो साबित कीजिये कि з: 


2 
Сана 1 का 
००४28-! तो साबित 
यदि < और В न्यूनकोण हों और cos2<=3—cos2B 


545) 
कीजिये कि tan< 5--९/21918 yA ( e 
G) यदि tan0=bla तो ०००४284४ 51120 का मान m 
3 तो साबित कीजिये कि 


(ii) यदि tang=1/7, їапф= | 
сов20==51п4ф ы: 
G) यदि (8126 | лап तों साबित कीजिये कि WA 
००४26--1--200820 ७०9५ . 5 


- 
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(ii) यदि хзїп<=усозх तो arfaa कोजिय कि 


юу = | 
seca К созес2« ~ (B.U. 544) | 


š t जिये 
33. (i) यदि tang = aan तो साबित कीजिये कि 
. „„__Sin2x+sin28 
20] sin 2xsin 2 


(ii) यदि tang=sec2x तो सावित कोजिये कि 


1—tanix 
1-H- tani 


34. यदि tan10=tan¢ tany तो सिद्ध कीजिये कि 


8९०20--९०४(५--५) 
cos( FY) 


35. यदि соѕес2А --созес2В-Есозес2С =0, तो साबित कीजिये | 
tanA+tanB +tanC+cotA +cotB+cotC=0 


sin29— 


36. tan(x—y+2) (апу. और 
sË гапе руг) tang दो और 


अगर sin(y—z), 0 के बराबर नहीं हो, तो सावित कीजिये कि 
51п22--5іп2у--51п22=0 ` (P. U. 599) ; 
[संकेत : componendo और dividendo के द्वारा सरल करें !] | 
सिद्ध कीजिये कि sin?(9--4)-4-sin?(9--8)—2c0os(t—P) | 


з11(0--х)зіп(0--8); 0 से स्वतन्त्र ë | 


सिद्ध कीजिये कि 25/26 +4cos(x + 9)sinasing 00४ hg 
. से स्वतन्त्र है। (8.0. 4 


37. 

38. 
39. G) यदि 1३१५३ भौर tan 8--३ तो सिद्ध कीजिये कि 

tan(24+b)7 

(४) यदि tan =} और tan 85-$ तो सिद्ध कीजिये कि š 

И) 


« 
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ultiple Angles 
(iii) यदि tana < 1/7 और 1818 =2),, तो सिद्ध कीजिये कि 


tan(2<-+-8)=1 
(iv), यदि tan<=š3 और“1818->15 तो सिद्ध कीजिये कि 


tan(4<— В) =] 


185 


40. यदि tan”44-2tan4.tan28—tan?$--2tanf.tanda तो सिद्ध 
करो कि प्रत्येक पक्ष 5-1 या 1३0 tang (P.U.Pre 61) 


[संकेत : दिये हुये सम्बन्ध से 
tan?4—tan8—2(tanftan24—tan<tan2P) 


2tan< 2tanB 
= t Ы — — 
X ап a 


үт. | tan x —іап?В 
anciani (1—tan<)(1—tan?p) 


3 ` 4tanatanf 
«१ (tan%<— ma лс त Z 


या (tan3x—tan28)(1—tan2<tan28)=0. 
.`°. या तो 1ап?&—1ап?8=0 

जिससे कि tan<=-=tanp 
या 1—tan2xtan2B=0 


.. tan2B= 55 और 18124 ५८ S= 


(1) में दिये गये tan2< और 1128 के मान से सम्बन्ध का 
हरेक पक्ष --1 ] 


41. यदि osx 90 _ _] तो सिद्ध कीजिये कि 


००58 ' sin0 


sing , 00876 _ 
sinx "coss 


[संकेत : Hypothesis से हमलोग पाते हैं कि 
Sin<cos0--cos<sin0= — С050.51п0 


अथवा sin(g-+<)+jsin20=0 
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s sinxcosx =sin(0 4х) +51020 + sin<.co s< 
=sin(0 +<) +}(sin29 +sin2<) 
=sin(0+<)+-sin(0 -+-<)cos(0 —<) 

; . =sin(0+<)—Ssin0 ०056008(6 —<) 

p. (1) में से sin(0+<)= —sing ००५४ | | ik 

= sinfcosx 4-С050.510% z 

—singcosb.(cosdcosx--sing,s 


=sinB.cos(l— cos20) 


Pa आप.) 


4-со50.510(1—51п°0) 
= 9113 00054 4-с05°05і0< 


दोनों पक्षों को sin<.cos< से विभाजित करने पर, हंमलाग पाते हैं 


51128 . 00556 1 | > 
sinx T cosx 


| a 
Н . 
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अध्याय १० 


TTR. कोण 
SUBMULTIPLE ANGLES 


10. 1. कोण 2А, ЗА, 4А आदि को A का अपवर्त्य॑ और कोण -)- ; 


А А ` i т = 3 
zo 4791 को कोण А कां अपवत्तंक कहते Š | पिछले अध्याय 2А 
34 आदि की त्रिकोणमितीय निष्पत्तियों का मान A की .निष्पत्तियों में निकाला 


गया है। इस अध्याय मे атт की निष्पत्तियों को А कोण के श्रितों के 


पदों में व्यक्त किया जायगा | 
10. 2. А की निष्पत्तियों को - की निष्पत्तियों में व्यक्त करना | 


L. हम जानते Š कि sin20=2sing ०050 
ऊपर के सूत्र भें 29 = 4 अर्थात्‌ 0=А/2 रखने से हम qm हैं कि 


A A 
SinA = 2зїй-у- ९05 7 


П. इसी प्रकार चूकि ००६26 = 008१6 -- ४176 =2соз%@—1 
=] —2sin°0 


इसलिए 265८ रखने से 
cosA=cos usi 
=2cost-2 —1=4-1sin E. 
ШІ. चूकि tan2a= 2а 
20=А9 से 


2 tan i ЖЕ 
fanA= А 
1— (ап о- 
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218110 
IV. इसी प्रकार °, आं026 tan 


1—tan°0 
और cos20=1 tan? 


20=A रखने से हम पाते हैं कि 


-उपसाध्य : (i) 1-+cosA=2costA/2 
(ii) 1—соѕА = 25ір?А [2 


फिर, चूंकि 1= sin? +соз?-5- 


और 1105-2811-7-008-/- 
र्‌ sing=?2sin > 08-7 


“ (iii) 1-Fsinp= (cos +sin: ) 


तथा (iv) 1—sin9= (соз-т —sin— ) 


TE :—sin2A आदि के व्यंजको में 24 के बदरे А रखने से Шш : 3 

परिणाम सीधे प्राप्त हो सकते हैं । ; 

10.3. Ай тета @ -А को निष्पत्तिं मं क्त करा | 
चू कि 3123038110 45139 

e. 30=А अर्थात्‌ 0२-13 Ta = 
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- nus. А A 
=. — — sin? 
sinA =3sin = 4sin: = 


इसी प्रकार созА =cos3. 20053 9 


==4cos30— 3с050 


А А: 
== IL CT 
4005 3 3с05 3 


और tanA=tan3. S =tan30 


_3tang—tan?g 
— 1-9 


Зап-5- —tan’ A 


=——— इत्यादि। 
1—3tan A 
3 i 
नोट : पहले की तरह sin3A आदि के व्यंजकों में ЗА के बदले А रखते से 
ऊपर के परिणाम प्राप्त हो सकते हैं। | 
10.4. 0/2 के त्रिकोणमितीय Padi (Trigonometrical Functions), 
को cosg फे पदों में व्यक्त करना | 
°“. — cos9—2c0s?9/2—1-1—2sin'9/2 


. 0 _ М1—со5ё 
o. sin. 2 = v2 

4 , VIO 

соз = ора 

0 4/1-6088 


विभाजित करने पर =+ eo 
ऊपर के प्रत्येक व्यंजक (expression) में वर्गमुल (square root) का 
निस्सारण (Extraction) मिला हुआ है और इसीलिये हम ॐ चिह्न पाते हे | 
किसी एक व्यक्तिगत दशा में (in any particular case) जब कि 8 का मान 
द्या हुआ हो तौ उसमें कोई संदिग्धता (Ambiguity) नहीं रह जाती है, क्योंकि 
//2 के त्रिकोणमितीय श्रितों का fag उस चरण (Quadrant) पर निर्भर 
केरता है जिसमें कोण स्थित है और जब कोण मालूम हो तो उसको शीघ्र ही 


ST (determine) किया जा सकता है। 
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उदाहरण 1. 15° की न्रिक्कोगमितीय निष्पत्तियाँ निकालिए | 
चकि cos921—2sin?9/2 इसलिए 0 = 30° रखने पर 
со830°==1—251п?15° 


या 2 sin?15°=1—cos30° 


चूंकि 150 प्रथम पाद का कोण है .'. + चिह्न लेते हैं | 


°_ М 1+cos30° 34-1 
इसी प्रकार cos 15 EE 572 


— 4/3 इत्यादि इत्यादि | 


उदाहरण 2. 223° को त्रिकोणमितीय निप्पत्तियाँ निकालिए | (5) 
रम 00849? -- 1] —2sin?224° | 
2sin22219=1—cos45° 


nl STE 
EVIE D2 куд. 

या sin?2230 == 

.. 022३°=३.\/2-\/2 इत्यादि | 

उपसाव्य : ८०४67}°= 223° =} 4/2472 


РР д YA 
उदाहरण 3. cos-5---sin + का चिन्ह निर्धारित कोजिय _ 
cos Asin A ош दती 
2 Sin > =cos160° -sin160°. 
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=4/2cos 160°.cos 45?4-4/2sin 160°.sin 45° _ 
= +/2соз (160°—45°) 
=4/2cos 115° 
s- 115° Фя पाद में है 
cos 115° ऋणात्मक है | 
फलस्वरूप cos 0/2+sin 0/2 ऋणात्मक है । 


` 50.5. $ के त्रिकोणमितीय FR को ४10 के पदों में व्यक्त करना | 


हमलोग जानते हैं कि sing = 2sin a cos- 
और 1= cost “sino 
इसलिए 1+sing = 00 +sin D 
तथा 1—sin0= (со कीप D 


अतः cos-y+sin-y =+ १/1--916 


और cos —зїп-5- = + /1—sin0 
'इस प्रकार इन्हें जोड़ने पर 


2008-27 = AV 1-Fsin4 £V1—sing 

और घटाने पर 2 = + Уе के 4/1—sin0. 
इन सूत्रों (formulae) में प्रत्येक करणी fag (Radical sign) के पहले 
== चिह्न वत्त॑मान है, जिससे कि sina के किसी एक दिये हुये मान के लिए 
sina cos-5- के चार मान मिलते हैं। पहले को तरह, संदिग्धता केवल 
ДҮ समथ उत्पन्न होती है जब sing दिया हुआ रहता है तथा 8 नहीं दिया हुआ 
च्या है। क्योंकि इस हालत में 0 का सिफं एक ही मान नहीं होता, बल्कि 

कितना भी मान हो सकता है। 
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जैसे यदि sing =} तब 0=30°, 150", 390°......इत्यादि | 
लेकिन जब 6 दिया रहता है, तव कोई संदिग्धता नहीं रहती है, क्योंकि w 


जानते हैं कि किस चरण š पड़ता हैं। इस प्रकार हम cos ++ 


और cos —зїп-5- का चिह्न निर्धारित कर लेते हैं 1 


7 :—sin15° और cos 15° का मान निकालिए 1 
“कि 15° एक न्यून कोण है और प्रथम चरण में पड़ता है, इसलिए sinls | 
और ००४15 दोनों धनात्मक हैं और ¡715° <<с0515°. (क्योंकि जव @<49Ў | 


SIn0<Cos/) 
इसलिए cos15°-+sinl5°= + ,/1+sin305 =+ VIF 


cos 15°—sin 15°= + y 1—sin30° = Vi! 


जोड़ने >. 2 1 1 55+ 
इने पर 200515 Ja + 72 = ED 


o_V3+ 1 

соѕ15 BENE 

ओर घटाने पर 2sinlso= V 3 _ po ऱ्या 
М2 М2 V 
. “YA — 
sinia फेक = इत्यादि । 
. 8 ° 
10.6. o +cos £- तथा эш-ө-—соз-о- के चिह्न का निर्णय t 


. 0 6 
5їп-7--Е+со5-2-==\/2зїп-5-. cos +2.0 g 


(+$) 


गैर si 0 
भौर sin zosi = Ыр 


- 6 T 0 Sn س‎ 
\/251п PRT —4/2c0s 2 sing 


=у2 (3-2) 
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2 0 घनार 
базе І. अतः sin— + COS +: धनात्मक है अगर 
in (+) धनात्मक है; 
sin( 7 + 4 त्मक हू; 
0 у s में ; 
अर्थात्‌ यदि gtg प्रथम या द्वितीय चरण में पड़ता हो; 


अर्थात्‌ अगर 2. +7, 2707 और (2n + Dr के वीच में 
पड़ता हो; 


अर्थात्‌ अगर 5, mn और 2n + के बोच में पड़ता हो | 


. 0 0 T . /0 T 
Case II. 510—- Hoos ऋणात्मक © अगर (2) 
ऋणात्मक है; 


अर्थात्‌ अगर ++ तीसरे या चौथे चरण में पड़ता हो; 


अर्थात्‌ अगर Û T, (20+1)? और (20+2)श के रीच में 
पड़ता हो; 


3 


- 7 š 
अर्यात्‌ अगर $ 2nr + тт और nmt- T के बीच में 


पड़ता हो | 


फिर sin-— cos धनात्मक है 


अगर s — + प्रथम या द्वितीय चरण में पड़ता हो; 


अगर —— пт और (25--1)ग के बीच में पड़ता हो; 


अर्थात्‌ 5 में 
अर्थात्‌ अगर А ; 2७7+ र और n+ कुण के बीच में पड़ता हो t 


. A A т 


2 
में पड़ता हो; 
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अर्थात्‌ अगर 1 = (m+ r और (2%--2)ग के àN; 
тй 
a 9 
273 + ЕЛ nT t+ — T के बीच में पता हे 


अर्थात्‌ अगर तर 


हमलोग इस परिणाम को Z= 0 के व्याक्तिगत 
कर सकते हैं | 


ç OAs अगर 

sin + cos धनात्मक हू अर 22 
л DME ЕЕРЕЕ 

ज्र और SA alu H पडता gi l 
0 ЖОЛ ana. 0 

SIC) ऋणात्तक ह अगर >> 


3 
>r और "т (या —-—) के बीच में पड़ता हा। 


- 0 0 { 
S1N-——C057— FFT ह अग 


2 2 


~ 
ә 


3 तथ 5 के Дүш य पर त्रो 
4 तरथा ठा के ala H पडता ढा ॥ 
0 š 
sin-y-—c08-- ऋणात्मक © अगर + 
5 
тт х ут ( 12.) а даа чете! 
a al आ =+ Vig — \/1—зш0 
हो, तो a अन्त 
» ЧТ ~= को सोमा को निर्धारित कीजिए | 


इस 
इस दशा में पष्टत пе созо =+ 1E 5100 


: 0 
sin c= VI=sınê: 
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| क्योंकि इन्हें जोड़ने से दियो हुआ सूत्र मिलता है। हमलोगों ने .ऊपर देखा 


' aff 
à аа 9 
| С धनात्मक है जब A 
511 5-4-С05-)- धेनात्मकं 6 Ҹа 25, 
8 т 3m ~ दीश में г 

— और ,- के बीच में पड़ता हो; 

5 S 
. 80 9 à 
तथा sin —с05-5 ЖАНЕ हूं जब 7 : 


3 


इसलिए (1) ओर (2) दोनों सम्बन्ध एक साथ सन्तुष्ट होता हैं जब 5 


— Е और F के बीच में पड़ता हो | 


अत: 2sn 9 १1-१७ 


ча 


10. 7. tan ба छो tang के पदों मे व्यक्त करना 1 
ап. 
= गोग ` 2 2 
हमलोग जनते हैं कि 1६10 हक 
1.-tan 5 


अर्थात्‌ 181 8 .181?--- --2tan 9 —tan9 =0. 


ती समीकरण (Quadratic Equation) & 

0 —I= V | --10116 
Ч में व्यवहार करते हुये हम पाते हैं апре छा 
संदिग्ध चिल्ल (Ambiguous sign) पूर्व को तरह निर्धारित किया जा 


= 0 = 
इस tan — г 
n 9 के fz 
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प्रदन абе 0=320°, तो सिद्ध कीजिये कि 


9 —1+^/1-Мап?0 
lan = tang 


=> 


अगर g =320°, तो û - = tan160° और tanê = tan320° 
और फलस्वरूप tz + र tang दोनों ऋणात्मक हैं। 


सूत्र द्वारा tany tang = —] + ९/1 + ४17 6 


बाम-पक्ष धनात्मक हैं और हमलोगों को वह संदिग्ध | 
करना पड़ गा जो दक्षिण पक्ष (R.H.S.) को धनात्मक बना देगा | यह प! 
कि वह+होगा और इस प्रकार 2T उचित परिणाम पर पहुंच जागे। 
10.8. 5їп18° और ९०५180 का सान निकालना | 
मान लिया कि 0 = 18° जिससे कि 59 = 90° 
`, 20 =t0°—30 
-. 8126 = 510(90°—30) = ००३38 
या 2sin9.cos9— 4с0529— 3с050 
या cos4(2sing— 4cos?0 + 3) =0 
था cos$(2sing—44 4sin?9--3)—0 
या со$0(451п?0-Е251п0—1)=0 
“+ या तो ८058-0 जिससे.0=90° लेकिन Û की chu 
अमान्य है 
.. 4श1% --2918-- 1 - 0 


ЧЕ sing में एक чт समीकरण (quadratic equation) है! a 
हल करने से 


2+ \/4+16 


sing 225 У4+16 _ ५/5--] 


8 == 4 7 
चू कि 0 (यानि 18°) ni 
प्रथम पाद इसलिए # |. 

धनात्मक राशि ё द का कोण है, इ т 
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इसलिये ऊपर के चिन्ह में धनात्मक चिन्ह को लेने से 


sin 18? -- 


/з—1 
g (=`209 लगभग) 


JU 
9 cos 18°= MI—sim 18° = сша 


अब 18° की शेष त्रिकोणमितीय निष्पत्तियाँ मालूम हो सकती हैं। 
नोट : चूंकि 72°, 18° का पूरक है, इसलिए 72° की atia 
निष्पत्तियाँ जल्द ही निकाली जा सकती हैं 1 
साथ ही, 18° के गुणक कोणों їй 36°, 54° आदि की निष्ःत्तियों का मान 
जानना भी सरल हैं, TA 
соѕ36° = 1 —251п218° 


5 / न 
=1—2( ГҮ УЗЕ लगभग) 


= ОУУ ss 
sin 36° = ९/ 1 -- 00836? = ग्य G 58 लगभग) 


अब 36° की शेष त्रिकोणमितीय निष्पत्तियाँ मालूम हो सकती ç | 

चूंकि 54°, 36° का पूरक है, इसलिए 54° की त्रिकोणमितीय निष्पत्तियाँ 
निकाली जा सकती हैं। 

10.9. sin 18° और cos 18° का मान रेखागणित द्वारा इस तरह भी 
निकाला जा सकता है । 


18° की न्रिकोणमितीय fasq feat निकालने 
के पहले हम एक ऐसा समद्विबाहु त्रिभुज बनाते 
हैं जिसमें आधार पर का प्रत्येक कोण शीषं कोण 
का दुगुना है \ 

मान लिया АВ एक दी हुई सरल रेखा , 
है। AB को P बिन्दु पर इस तरह विभाजित 
किया कि 

АВ.Вр_ Ap, 


% А को केन्द्र मानकर AB त्रिज्या से एक वृत्त खींचा । B से BC जीवा 57 
बेराबर बनाया । АС और РС को मिलाया ! 
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९, ^ ABC एक समद्विवाहु त्रिभुज हुआ і मान लिया कि AP | 
से होकर एक वृत्त गुजरता है । 
अब, चूंकि ВА.ВР=АР? 
= BC? (बनावट से) 
BC, वृत्त APC को C बिन्दु पर स्पर्श करता है। 
/ BCP-/ САР 
या Z BCP+/ РСА=/ CAP-+ РСА 
या /BCA=/ САР+/ РСА all) 


=/ BPC 
फिर चूक AB=AC 
SA / ABC-/ BCA 
бз L ABC=/ ВРС 
या ¿L PBC-/ ВРС 
Az, CP=CB=AP 
Fo 1 РАС=/ РСА 
5 PAC+/PCA=2/ РАС 
लेकिन 1 ABC=/ АСВ 
=/ РАС+/ РСА, (l) Š 
=2/ РАС 
=2/ ВАС 
मान जिया कि АВС एक WI 0 
समद्विवाहु त्रिभुज है जिसमें, 
AB=AC. 


AB में कोई ऐसा fP 
जिससे AB.BP=API=BC | 
इसलिए ‚ АвС=/ 085? | 
“Бк &--3--01800 | 
या А--2А-Е2А=180°_ 
* ° 
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अगर À से AD लम्ब ВС पर खींचा गया है, तो 
/ ВАР =18° 
मान लिया АВ =а, और АР=т 
к BC=% यानो BD =т[2 
चूँकि AB.BP = АР? 


ड _ B z _ 
अत: sin 18° = दहे = 7= 
फिर AD? = AB2— BD? 


® /S— 112 
— Ы 1 (VS D 
=a2—— سی کا ا‎ 


4 4 
=a( I 5 जी (२९9८) 


š av 10F2V5_ 
Tb ADE = = 
e. 00५१86 RID WANA 


AB 
उदाहरण 1. sing? और ८०५४१ क! मात्र Haka 
हमें, ४137 = sin(18?— 15°) 


i {1 
—sin18? cosl5?—cos18"sin15“ (1) 


१/$--1 /3+1 a OFANS AL 
4 Dog a FN 


(V5—1) (v6+ V2)— —DvS+vS 
(1) में 15० और 18° की निष्पत्तियों का मात रखने से हे मिलता है 
81137 =:05 (TIT: | 
* इसी प्रकार ००५3० का-भो मात निकाला जा TT है। 
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उदाहरण 2. sin9° और ८०५9? का मात FRR | 
Єй соз9°-+-5їп9° = %/2»7(9?-+-45”) जो धन है; 
cos9° - sin9° =v 2cos(9°+45°) जो घन है। 
e ८०४१९ -- ४19९ -- V1 + 81180 


VFS 


और сов5° – sin9° = V1—sin1§°=} V5 -y5 


जोड़ने से соз9°=1{ १/3--५/5+ М//5—\/5) 
और घटाने से ॥19"-2( 4/3+५/5 — 5-5} 
इसी प्रकार से 91270? और ००६27? का मान मालूम कर सकते x 
ठीक अब तक 3°, 9°, 15°, 15°, 27°, 30°, 36", 45° आदि के mm 
प्राप्त हो चुके हैं। इस प्रकार अब हम उन सभी कोणों की, जो 3 से पू 
विभाजित हैं, त्रिकोणमितीय निष्पत्ति याँ मालूम कर सकते हैं। जंसे यदि 7 
की त्रिकोणमितीय निप्पत्तियाँ निकालनी हो तो हम उसे उन दो कोणों के बत! 
के रूप में व्यक्त करेंगे जिनकी निष्पत्तियाँ मालूम है 1 


TA 12°=15°—3° qr 129=30° - 18° आदि | 
साधित उदाहरण 
उदाहरण 1. सिद्ध कीजिये कि 
SI0"24?—sin?6?—2(,/5—1) (P. U. 555 s.s. 10 
बाम पक्ष =sin(24°-+6°)sin(24°—. 6°) 
=sin30°.sin]8°=}.V5—1 (/5—1) 


उदाहरण 2. सिद्ध कीजिये कि' 


SECO -tang =tan Є -- >) (54 59 3 


CC-0.Panini Капуа Maha Vidyalaya Collection. 


Digitized by Arya Samaj Foundation Chennai and eGangotri 
Submultiple Angles 201 


गम ЧЕ 214-5100 
बाम पक्ष $८०6+७10- s ` 


8 N 8 0 
( cos > 4- 510 5 cos sin 


2 
0а 205 b a А 
cosa sint — cos sin- 


अंश और हर दोनों को соз-5- से विभाजित करने पर 


1+ {ап 


=+) 


1— tang 


उदाहरण 3. सिद्ध कोजियं कि 
1--9116 3 ( i) 


1+sing 08 


(сок a Г 
1--910 ९ 2 2 


5172150 (соз + +s1n >) 


वाम पक्ष 


अंश और हर दोनों को cost- से विभाजित करने पर 


I—tan > š 7 0 
-( 5 = tan — £) 


1+tan जतन 


उदाहरण 4. सिद्ध कीजिये कि 


1--sing—cosb 


= п 
IF sing cosh 2 


(545, 59А, 635) 


_ (1—cos0)+sin0 
т अन्त ता +с050)-+- 5109 


0 
2sin2 5 -F2sin—— ्ण्भ्ढ 
४ ० au 


0 
20092 -5-+2Ып-;-©0з-у— 


= 
= 
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AFA 0 
2 sin- (sin 7E + 608 ता ) 


YA 0 0 TE 
2c0s cos-g+ Sin ठ) 


(81-57 
дәү 


cost —cosp 5 
उदाहरण 5. यदि ०080 5८ ती सिद्ध कोजिय कि 


“jæ 


< 3 
tan— का मात ї(ап-„—сої 2—6 1 (P.U. 45) | 


1— tan? An 

„ 2 
चूंकि cos 
1 tan g~ 


योगान्तर निष्पत्ति (componenco and dividendo) द्वारा 


tan? 4 1--0059 
2 1--0050 

— cost —cosB 

| — cosx cosg 

cosx — cosg 


1—cos< cosg 


(i —cosxcosB): (cosx —cosB) 
(1—coscosp) + (cost — ००४/) 


1 —cosx—cosx ००४१ +cos B 
1 -- ९05२ —cosx.cosB —cosB 


(1—cosx) +cosB(1—c0s)_ 
(1+-cosx) —cosB(l --०० ४९) 


_(1—cosx)(1+cosB) 
T (1 +cosx)(l— cosp) 


{д М aB 
ni 2 . 2cos 2 


B 


2соѕ < 2sina-P- . 
608 > > 2sin 2 
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м В 
=tan2—. ah, 
tan 7 cot 2 


tan + =tan 5 . сої E 
उदाहरण 6. सिद्ध कोजिय कि 
cos А. 3४७2-७2-४0... (-+2eosA)) 
जहाँ करणी-बिन्हों (Radical Signs) की संख्या # है। 
ES : च्‌ कि 20092 A _1-+соѕА Acos- =2(1-+ЕсозА), 


,. 2005 > = /2-- 2005. (+ 


> A A 
अब (1) में ^ के बदले-> , 3... 


MM 


A уа 9 TA 
2cos—= = ,J 2 + 2cos Я = |+ 4/2 


À 
2005 23 = | 2772००8 
TE 
| = |+ М?+ TF IOSA 
| 
| और इसी प्रकार 


/(2--20०५))) 
сов А. L va ai УО 2508 ) 


1 سے‎ 
उपसाध्य: cos s= > /2--१/2 


ш | 2+ १/2+ ४2 इत्यादि । 


co 774 = 
=m तो 
उदाहरण 7. अगर sin0-Fsinó =m और ८०50+ C059 =n, 


के पदों में 
$10(0}-%) का मान बताइये और tan (252) को т तथा % 
निकालिए | (P.U. 505; B.U. 55А; 5.5.605, 708) 
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दिये हुये सम्बन्ध से 2si +0 cos —Š =т और | 


2००४7. сов = 
इन्हें विभाजित करने पर ant =- 
2tan t? 
किन्तु हमलोग जानते ë कि sin(0+$) = е эз १3 
= 7 m ऱ्य 


फिर दोनों दिये हुये व्यंजकों को वर्ग करने से, 
811१6 sin? +2sin9 sinp = m? 
00576 +cos?p +2cosgcosp = п? 
इन्हें जोड़ने पर, 2--2008(9 - ф)=тї-Ел° 
cos(0—9)= = t 
او‎ 
2 
1—tan? 7 mini 


я 
1 Hani? 2 


यागान्तर निष्पत्ति (Componendo апа dividendo) द्वारा 


2 m +n? 
2an TP 4- mn? 
2 


या tan? _4-ms—n 
2 mn? 
Жо Ta 0—% =: | 4-m-n! 
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उदाहरण R. सिद्ध कोजिये कि 


cost совт teosta +co sr 3 


— 


8 2 
З Е (P.U. 554; В. О. 534} 
हमलोग जानते हैं  2с029=1--соз20 s 


अतः 2соз%-—. = а. 
त 8 1-Есо$ 4 


T m Nš 
था 4005 $ =(1+cos 4) =14+2ces =- cos? + 


=1+2 73 т? 2 +ү2 


Зт 
eT To 
इसी प्रकार 4005 8 =( 1+cos 4 ) 


"व्य (1—cos—) 


= E £T TES CT л _ 
1 2с05—1- + cos 4 1 i) м2 


4соз = (1 +००४-३-) = fı +cos( T+ | 


और 4९05 (1+ os) 111९० 7) 
=( ER) =1+2c08 3-4 cos 
=1+2 2 ےم‎ +2 
së जोड़ने पर, acoso teost g оор) 


3 
=4.— 
2 

Tm 3 
“cost +००४ 0st 100४-६7 = व 
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| 0 &-- 8 Фо; Еа 
Метт 9, अगर tang = {| agy 802 ता सिद्ध कोजिय % 


0 2—0 
Isenda ا‎ сара. 
` ~ 2; a+b 2 
हमलाग जानते हूं कि C050 = 9 = a = 
tan? 1-4--—tan£ 
LF 2 Tat 1 2 


b 
(а +b) (a—bytant Š 


(a-£b)--(a— tan > 


Отон) 


( 14-їап F) 1—tan $) 


( I — tan =, 
+b 
tan: $ ) 


Itan Ф. 
a+b ( ल а 
` 1+tan?-$ 


__@С05Ф-ЕЬ 
© @--Всо5ф 


| 


उदाहरण 10. यदि sec(p—x4)+sec(p+x) = 25есф 

तो सिद्ध कीजिये कि cosb=./2cos->. | 
(585, P.U. 444, 434, 714; P.U. Pre 0 
हल: दिया हुआ है कि 


2secp=sec(p—x)+- sec($+-x) 
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1 1 
cosp ` с05(ф—ҹ) eos F<) 


соз(ф-Е«)--соз(ф —<) 
cos($+-) . соз(ф—«). 


2С0$Ф. cosx 


cos‘ —sin*< 
या соѕ°фсоѕ< =с05°%ф —sin2x 


या cos2b(1l—cos<x)=sin*< 


< 
م‎ 2— cos? 
4 या ००५७३ 5105. sin 2 Š 2 
~ 1— cosx А 
25102—— 
< 
= و260‎ 
7 
24 
cosp = /2008 77 


उदाहरण १४. वरि. और 8, 6 के दो भिन्न सान हों जो समीकरण 
(Equation) acosg+b sing=0 को aage करते हे तो सिद्ध कोजिए कि 


200 
inf = بپ‎ 
sln(<+ B) = atb? 


(P.U. 504, 543, 59А B.U. Pre 61) 


`: दोनों < तथा В दिये गये समीकरण (Given equation) को सन्तुष्ट 
ЯТ है इससे हमलोग पाते हैं कि 


асоѕх +bslnx=6 
acosp + 08118 =c 

अतः घटाने पर हमलोग पाते हैं कि 
a(cos<—cosB)-b(sin<—sinB) =0 


<— В 3 
अर्थात asin ¡7 2॥ cos sin— -=0 | 
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asin 7 


3 < +В БЕ 
अत sinf | 8९०8-27 |=0 


< +В =0 


сану —Ьсо$ 
2 
| sin =; <, B भिन्न होने से | 


cos 


‚ +В «+В 
sin 2 2 
= 27 == (मान लो) 


b 


ता ret у; तथा ووو‎ = ak. a(l) 


वर्ग करके जोड़ने पर aa sin? ЫР В -- 00959 5 


या 040-62) -=1 


1 
. Б=+ Voi 
ya 2 
..(1) से sin =+ Vat + 
<+ ФЕ. 


अतः sin(x + 8) 2sin PP غب‎ 


9 (Жоо) (= aith ) 
_ 2०0 
"ह्यू 
उदाहरण 12. साबित करें कि 
tan6°. (81420. tan66°. tan7§°=1 


यही सवाल पेज 177 में भी साधित उदाहरण में बनाया जा चुका d 
पर हम इसे दूसरे तरीके से हल FF | 


(Р. 105) 
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_2sin6°.sin66? 2sin42°.sin78° 

` 2cos6°.cos66" 2cos42°.cos78° 
cos60° —cos72° cos36° —cos120° 
cos60° +cos72° соѕ36°4-со5120° 


}—sin18° cos36° +1 
‡+sinl8° cos36°—1 


1—2sin18° 2cos36?+1 
— 14-25іп189 2cos36°—1 


| _2-(0/5-1) „(/5+1) 


4 АС ЧА 
=— 75H) OSD 


2--१/5--1 ,४४+1+2 


rs ^/5+1—2 
SS 3+ 5 
= ४5-17 /5- 
9--5 4 
SESA 
उपसाध्य : उलट देने से 
C0t6?.c0t42".cot667.c0t787—1 (H.S.66A, 705; P.U.67S) 


=1 


EXAMPLE 14 ` 
सिद्ध कीजिये कि :— 
‚‚ 1—cosA A 
1. An 
(0 sinA tap 2 
॥1--005 A 
(ii) Sora cot 7 
1—cosA A 
2. 2522200260 el 
1-cosA UPS 2 
1 on A 
3. आह . й 5ے‎ ( 
COSA A 
1+tan > 
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210 New School Trigonometry 
.. 14-5100 6. 
4 O पर (तड) 


‚ү secp—tanAa _ (3 =) 
Gi) secg+ tang 


ү 1--5118 
Gü) पपतक (1-0 ) 


5 25100 — 5020 _, PROA 
- б) 2sine+sinlg 712272 
z sin20 50500 A 
७) TTeosag 14००७ F2 
A A 
(Hi) tan >+ cot 5 & 2cosec9 


5 A 0 
(iv) cot-5-—tan>- = 2с010 


(у) tan0.cot0/2 = ! -- 5९०6 


(vi) 1--1818.1816/2-- 5९७०७ 


6. (соз«-Есоз8)#--(зїц« sin В) = 400 8“ а 

7. (cost — ८०५४)१-- (sinx — sin В)? dine 7 В 

8. (у tan( +tan( & ) 25९०0 
(1) an) tan ) =1 


(iii) ба +—) see —) 25000 


t 


(а tany sec- )(1 + (शय ण ४०5) 


Be F 
о 
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40. 


11. 


12. 
43. 


44. 


45. 


16. 
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Submultiple Angles 


sing + sind +sin(0 +$) (ЖИГ; 


sing +sinp—sin(0 + $) =cot-ycot F 


A 
1—cosA+cosB—cos(A+B)_ tang 


1+cosA—cosB—cos(A +B) maB 
2 
ЖЫЛКЫ oa E 
sin + 510 3 sin n +510 325 
यदि cos9-Fcosp = 1 और sing +sing =} तो सिद्ध कीजिये कि 
соз( рш = = (47А, 718) 
यदि cos0==cos<.cosB तो सिद्ध कीजिये कि 
ta که‎ an” < tan?ß]2. 
(P. U. 48S; B. U. 54S) 
(0) यदि ап-5- = Мап $ तो faz की जिये कि 
_. 3 1-:005% ya 
CO S+3cosp - 
(i) यदि tan यहा तो सिद्ध कीजिये कि हिकः 
_4+5cos$ 
९0565. 4005% 
i ९०5-९०5१ _ तो सिद्ध कीजिये कि 
Gi) afa ५०५७ = -I cosxecsp > 


(31612 का मान tan<|2.cotB/2 है । 


>i __1--191?0/2_ और तब योगान्तर निष्पत्ति 
[संकेत Ы ९०५8 = апер [2 और तब 


(componendo and dividendo) का व्यवहार कीजिये !] 


Qi) यदि созб= _cosacosh तो सिद्ध कोजिये कि 


1 —sin<sinB 


< < 


геч FT 


tan— = दर्‌ 
—tan — tan — 
]—tan 5 {а 2 
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17. 


18. 


19. 


20. 


(ш) यदि ००80 = Sinxcos 


sin“ —0058 तो सिद्ध कीजिये कि 
tana|2.tan B|2=(sec<x— tanx) 
(i) बदि cog तो सिद्ध कीजिये कि 


Votan =(a—b)(sec—tanx) 


(ii) यदि cos9—- 5-9 तो सिद्ध कीजिये कि 


a—bcosx 


0 < 
tan tan 2 


क wilt 


пар A =b Fa cosa, 
यदि tang / tan z- और созф = гр Sosa 


0 भौर ф न्यून कोण हो तो सिद्ध कीजिये कि 0, $ का | 


__ bsing' __ asin _ 
यदि а  ळळ और १० созӣ 


तो सिद्ध कीजिये कि ano = an 


; —_Sinx sinf ~ जिये 
(ü) afa (816 o लत तो सिद्ध कीजिये कि 
В 


0 
tan. का एक मान tan 5-1ап- - है। 


0 _1-0080 0 


=—— - = —cot0 
2 sina cosecd 


£ 
दिए हुए tang के मान से cosecg और coto का मान fla 
(1) को सरल कीजिए ] 


ii ; sinx + sin कि 
(1) यदि sing न्नः तो सिद्ध कीजिये 


[संकेत : tan 


sy 


ДЕЛ 


tan( T 6.) ап (F )un( 1 


[संकेत : 4 (i) का व्यवहार कीजिये 1] 
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21. यदि sing = — d सिद्ध कीजिये कि 


tan 2-7) + |+ 


[सं केत : दिये हुए सम्बन्ध से 


x+y 1 
2—y sing 
.„. componendo और dividendo के द्वारा 
z С... (соз —sin-y-) $ 
ta 14-5100 SS Tn ES इत्या i) 
У (cos 5 +зш--) 


22. afa tan(— —-)tan-g=tan प तो सिद्ध कीजिये कि 


sinxcosB 
cost 4 918 


afa tan( तमी >) = tan >) तो सिद्ध कीजिये कि 


=tanY 


23. 


еә 


Y а 
= ८9112 
tan 7 s 


24. समीकरणों z cosx + ysin =k, zcosB+gsinB=kE SRI z और 


у के लिए साधन कीजिए | 
25. सिद्ध कीजिये कि 


x 
: 2 z 
sinz = 2"cos > 008 za 2087 COS, SID ठू 


हल : सूत्र से हमें, sinz—2sin-5-Cos > 


~ 2 x 
अब 2 के बदले з, эон" 
‚ЭШ: сс 
sin = =2sin—z COS za 


sin -=2sin—C0S 7 


डस प्रकार सबको गुणा करने से 


е — OS кї sin Ya 
sinz==2"cos 7970087 ९९) COS саре да 
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26. सिद्ध कीजिये कि 
(ü) cos36°—sin18° =+ (ii) 4sin18°cos36°=] 
(iii) sec72°—sec36° =sec60° (iv) ѕ1п18951п54° пу 
MSTI 
8 


(м) sin24892—cos%12° = 
(vi) 4(sin24° + cos6°) = V/3 + у 155 


गि ` ` 2 3 4 5 
27. ана कीजिये कि sin 5 ای ”ہاو ہی‎ = | 


28. sin -g +sin ЭТ ++ का मान FFI | 
29, यदि «=т[15 तो साबित कीजिये कि 
cosxcos2xcos3xcos4<xcos5<cos6<cos7< = 1/128 
30. साबित कोजिये कि 
(1) (21722=4/6—4/3+4/2—2 
(B.U. 535, 555; P.U. 614) | 
Gi) ९०142०२ १/2--१/३--2--4/6 
हिल : यहाँ हम GY को हल करते हैं। 
मान लिया कि 0 = 15°, 


1—с050 1—со515° 
810. віп15° 


A 
tan —— 
2 


लेकिन sinl5° v3 1 और ८०515 Sar. 


_ б/3-ь1) Ре 
бт; tanjio—— 2/2 2V2—V2- 
Ë \/3—] /3—1 
2\/2 
_.(2४2--१/3--1)(१/3--1) 
(२/3--1)(१/?--1) 


_2९/6--24/2--4-2१९/3 
ретанде: 
=V6—V/3+v/2-2] 
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31. sin71° का मान निकालिए | (P. U. 545) 


[हल : मान ले कि 0= 15. 
अब 81720/2- १ (1 --2059) =3(1—со15°) 


-af BIN 2v2—v3-1 
={(! न) Ta 


साथ हो, 5136 = 51п224° = //3(1—cos45°) 


N 

R (3 T 2) ३१४2-४८ 
ат sing(3—4sin?9) =} \/2—\/2 
М2—\/2 


stno = 345० 
М2—^/2. 

= 

23-2 /3—1 


_(1++\/2—\/3)(м/2— \/2) 
оа 


सरल करने पर] 


32. दिया हुआ है कि (1+ Vi Fa)tan=1+ V 1-4 


तो सिद्ध को जिये कि sin4< =a. (В. U. 53А) 
[संकेत : दिये हुये सम्बन्ध में ४-»120 रखिये तव 
tanx = (14-5100 —с050)/(1--ї00 4-соѕ0) = tang |Z 
*[ पेज 201, उदाहरण 4 ] 
s «=6[2 या १326, या 20247 


SA Sin29 =sin4< a==sin4< | 
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अध्याय ११ 
त्रिकोणमितीय तादात्मय 


TRIGONOMETRICAL IDENTITIES 


11.1. इस अध्याय में हम तीन या तीन से अधिक कोणों के श्रितों करो प्र 
करने वाले कुछ तादात्मयों का उल्लेख करंगे। किसी त्रिभुज के कोगों३े 
सम्बन्धित तादात्मयों का र्गाणत में एक महत्वपूर्ण स्थान है। 

तादात्मयों को स्थापित करने के पूर्व पूरक तथा FATT कोणों के йй 
बहुधा व्यवहार करना आवश्यक होगा । 

इस प्रकार, यदि A+B+ C©=180° .". B+C=180°-A4 
अतः sin(B+C)=sin(1£0°—A)=sinA 
इसी प्रकार sin(C+ A)=sinB तथा sin(A +B)=sinC. 
यही तरीका दूसरे त्रिकोणमितीय श्रितों के लिए भी लागू होगा। 
С С А 
फिर i कि A B — —00° ° B+C_ 0-7 
› चूकि ر‎ + e =90° „. — 7 


अतः sin ы )=зїп(90°— А) сов: 


इसी प्रकार sin = cos B. 


2 
sin FB = cos 


और यही तरीका दूसरे त्रिकोणमितीय श्ितों के लिए भी TT 
साधित उदाहरण | 
उदाहरण 1. यदि ATB+C==, तो सिद्ध कीजिये कि 


AA Т 
sinÀ-LsinB-LsinC—Acos 5 cos cos С. | : 
हमें,  sinA+sinB +sinC 


=(sinA+sinB)+sinC 


A 226 
= 2sin Í A B + sinC 
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=2 cos С-соз= B E Cos © 


„= 


+sin >) 


ОЮ 
C A+B 
= E [cos +008 जा 


2 Aa त 
22400855305 2 


=4 As 05 व 
==4 cos 2 0 2 2 


उदाहरण 2. यदि А+В--С=т, तो सिद्ध कौजिय कि 
соѕА 4- cosB + cosC 
ine sin Gi 
=1+4 Sig SID ° ` 2 
(60А; P.U. 485) 
अहम, соѕА +cosB+cosC 
= (соѕА +cosB)+cosC 


— В . و‎ 
=2 e. cos А2 1-2 sino 


C А—В „у С 
=2 sin T cos —5— —2 sin? 7 +1 
C A-B . Ç 
= 2 sin сов 3 —s |+! 


c —B A+B 
=2 sin L [eost —cos |+! 
> 2sin5- sns tl 


=2 si 
BSG 
=1+4 अप): sina siny 
TE : चू'कि हरेक LA, В, C<180° 
°. sin 55 sino sin सभी घनात्मक है. 
उ? cosA-FcosB-FcosC>1 
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उदाहरण 3. यदि 4+8+0=7, तो सिद्ध कोजिये कि 


sin?A + sin2B +sin :C = isinA.sinB.sinG 
(56S, 575, 60S, 625, 64A; P.U. 47A; H.S. 674) 
हम sin2A +sin2B+sin2C 
= (sin2A +sin2B)+sin2C 
=2sin(A+B)ccs(A—B)+2sinC.cosC 
= 2sinC[cos(A— B)+ cosC] 
= 2sinC[cos(A— B) —cos(A + В)] 
= 25іпС.ѕіпА.ѕіпВ 
= 451пА sinB sinC 
उदाहरण 4. यदि А+В-+-С=т, तो सिद्ध कीजिये कि 
соз?А -- со5°В -- соѕ2С = i—2cosA.cosB.cosC 
(595; H.S. 635, 65A, 675: P.U. 52А; B.U.558) 
ह्म cos?A -l-cos2B + cos?C 
={(2соз*А + 2cos2B)+ cos? C 
=4(1 +cos2A + 1+cos2B)--cos*C 
= 1+}(cos2A +cos2B) +cos?C 
=1 +cos(A +B)cos(A—B)4+--cosC.cosC 
=1— соѕСсоѕ(А —В) 4-соѕС.соѕС 
= 1—cosC[cos(A—B) —cosC] 
= 1—cosC[cos(A — B) + cos(A +-B)] 
== 1— соѕС.2соѕА.соѕВ 
= 1 —2cosA.cosB.cos C 
दुसरा तरीका (Alternative method ) 


° ^+B+C= ग, इसलिये А=т—(В-++С) 
अन्न: दोनों पक्षों का cosine लेने पर, हम पाते हैं कि | 
0०84 =—соз(В--С)= —cosBoosC+sinB nC | 
०0 ७७६५ --сөзВ 00850 = зін В 3100 «О р 
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(1) के दोनों पक्षों को ач (squaring) करने पर हम पाते हैं कि 
соѕ?А +cos?’Bcos’C+2cosA.cosB.cosC 
—sin?B.sin?C 
=(1—cos?B)(l—cosC) 
= 1] —cos’B —cos’C + cos2B.cos*C 
~“. cos A+cos?B + cos'C=1—2cosA cosB.cosC 
उदाहरण 5. यदि А-В +C=r, तो सिद्ध कीजिय कि 


. A š B ` G 
Sin3 9 -+ sin? z rsin > 
АВЕС 
=1— 2sin— Sino SMS 
(Р. U. 425, 49А; 8.0. 548) 


C 


2 


ыу य 
हम, sino + sin” 77 +510 


АС 
=} Е А Hsin 42in | 
=}(1—cosA+1 —cosB+1—cosC) 
=3|,— 1[cosA +cosB 4-с05С] 


“Вл О 
= - 1 +4si 1 sin | 


जैसा प्रश्न 2 में साधित है 
. В 2 С 


2 


v| „э 


„В С 
=1 ا ہو وزو‎ 
उदाहरण 6. afa А--В-+-С=180%, तो सिद्ध कीजिय कि 


1 5 ` s(r_2cosAcosBcesC=2 
a (Р. U. 45A; 48А) 


यहाँ पर, 2—sinA—sinB—sin'C 
— (cos?A—sinB) {co5’C 
=со5(А 4 B)cos(A— В)--соз'С 
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==—єо$Ссо5(А—В)-Есо$?С 
= — соѕС[соѕ(А — B)—cosC] 
=—cosC[cos(A—B)+cos(A--B)] 
= — COSA COSB соѕС 
sin?A +-ѕіп?В 4-ѕіп?°С — 2соѕАсоѕВсоѕС2 
उदाहरण 7. यदि A+B=C, तो सिद्ध कीजिये कि 
९०524 + ९05१83 --соѕ2 С — 2со5 А cosB cosC= 1 
(56А; H. S. 61А, 66А; Р. 0. 434, 46А, 50А, x 
555, 56А; B. U. 550) 
यहाँ पर cos2A-Lcos'B Lcos2C—1 
=(cos*A -- 9178) + соѕ2С 
=cos(A +B) cos(A—B)--cos2C 
=cosCcos(A—B)+cosC 
= соѕС[соѕ( A— В) +-соѕС] 
= соѕС[соз(А В) +- ८००४५ + B)] 
=2cosA.cosB соѕС 
९०४४५ -Есоз*В--соз°С—2со$А cosB.cosC=1. 
दुसरा तरोका :— 


А+В=С 
हम पाते हैं कि cosC=cos(A+B) 
=созА cosB—sinA.sinB 
.. COSC—cosA cosB= —sinA.sinB 
(1) के दोनों पक्षों को वर्ग करने पर हम पाते हैं कि 
C08'C,-cos?A.cos!B—2cosA.cosB.cosC 
=sin?A 817१8 
=(1—соз%А)(1—сов?В) 
अर्थात्‌ cosC—2c0sA.cosB.cosC =] — costA—cos'B 
अर्थात्‌ ९०४१4 +-cos"B C0820 = 1--2созА.совВ.соС 
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उदाहरण 8. यदि A+B+C=0, तो सिद्ध कीजिये कि 
९०५१५ -- ९०५१७ --со5% О = 1--2созА.со5В.совС 
चूकि A+B+C=0 $ С=—(А+В) 
cosC=cos (—(A-FB)) 
=cos(A +B) 
=cosA.cosB—sinA.sinB 
अब बाद का तरोक। ठीक qar ही है जसा उदाहरण 7 में है। 
उदाहरण 9. यदि <-|- 8-60", तो साबित कीजिये कि 
cos3x + cos?8—cos« cosB=3/, (58 S, 69А} 
चू कि < + B=60° इसलिये 
ccs(< + В)=соз60° ={ 
या cosx cosB—sin< sinf =} 
या cosx cosB—1=sin<sinB 
अब वर्ग करने पर, 
(००४4९०४-३)१--५॥१< 91158 
या cos%<cos3B—cosxcosBg--L=(I—cost<)(1—cos°B) 
— 1—cos®x—cos?8 -Есо$з%&со$°В 
cosix-cosiB—cos* ०0$551--२८ ५ 
उदाहरण 10. यदि 4+8+-05 > तो साबित कीजिये कि 
sin’A 4-sin?B--sin?C-4- 2sinAsinBsinC 51 
(57А; Р. U. 585; В. U. 545) 


т 
चू कि А+В+С= = 2. C= 5-—(А+В) 


ia sinC=sin f(A +B) | 


=cos(A +B) 
=cosA.cosB—sinAsinB 
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या sinC+sinA.sinB = cosA.cosB 


अब वर्ग करने पर 
(sinC+sinAsinB)*= cos?Acos?B 


ar sin2C--2sinAsinBsinC+ sinzAsin2B 
= (1 —sin2A)(1—sin3B) 
=] —sin?A -- 173 + sin?Asin?B 
sin A-+-sin? B+ sin?C+2sin Asin BsinC= 1 
उदाहरण 11. यदि A+B+C=r, तो सिद्ध कोजिये कि 


A B C 
cos- -+ COS 2. +°08-у- 


=4cos 3. A cos” Bs C 
x= 4 4 4 


(P. U. 44A, 495, 54S, 565) 


दाहिना पक्ष = 4cos =, ош =” ооз С 


==2с0$ “यू 2०० r—B ०0९८७ C 


=2cos А [ | - 2+0) -+cos = | 


=20 ы THA 2-с | 
COS 4 COS 4 cos 4 


=2cos Â TA 
cos पक कय 
+2 соз —4——. C05—4— 
ЕС B-C 


[क्त eos 12008 


A B C 
जा ळात 


CC-0.Panini Kanya Maha Vidyalaya Collection. 


Digitized by "pa Samaj Foundation Chennai and eGangotri 
1gonometrical Identities 223 
उदाहरण 12. यदि А+В+С=т, तो सिद्ध FRR कि 
cotBcotC--cotC.cotA-+-cotA.cotB = 1 


हे (574, P. U. 505) 
चू कि B+C=r—A 


г. cot(B+C)=cot(r—A) 
соїВссїС—1 
cotC+cotB 
ат cotB.cotC—1=—cotA.cotC—cotA.cotB ' 
या cotBcotC+cotCcotA--cotA.cotB=l 
उदाहरण 13, किसी त्रिभुज ABC में यदि 
cotA--cotB--cotCG=y3 
तो सिद्ध कोजिय कि त्रिभुज समत्रिबाहु है | 
(P. U. 50А, 564, 584; P. U. Pre. 60, 62, 663) 
AABC मे, А+В+С=т 
चू कि ०015 +cotB+cotC=4/3 
०. (0०. --0013--0010)9>3 
=3(cotAcotB-cotB.cotC+-cotC.cotA); 
क्योंकि पहले उदाहरण से, ००tAcotB+cotBcotCcotCcotA = 1 
या cotA-+cotrB+-cotC--2cotAcotB 


-2cotBcotC+2cotCcotA 
=3cotAcotB+-3cotBcolC+3cotCcotA. 

या cot A-+cot’B+ cot?C—cotA.cotB 
—cotB.cotC—cotC.cotA =0 

या, 2co०t'A+2cotB+ 2cottC—2cotAcotB 
—_2cotBcotC—2cotCcotA = 0 

या, (cotA— cotB)*--(cotB —cotC)? 
--(००/0--००8) = 0 

चू'कि प्रत्येक कोष्ट (Bracket ) वाला पद धनात्मक (Positive) है और 


=—cotA 


झ्य SSA 


۹ 


l 
अर्थात्‌ cotA =cotB=cotC 
या А=В=С 
जिसका तात्पर्य यह है कि त्रिभुज समनिबाहु š! 
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उदाहरण 14. यदि x+y+z=yZ, तो सिद्ध कोजिय कि 
hr u у. ЕШШ 
1—х 1—у* 122 I 1—у% ` 17 
दिये हुये सम्बन्ध में 
z=tanX,y=tanB,z=tanY रखने पर हम पते हैं कि 
tan<+tanB+tany = tanx.tanB.tanY 
tanx(l—tanB.tanY) = —(tanB+tan7) 


. tanB+tanY _ _(ध1< 
°° l—tanBtanY 
जिससे कि tan(B +Y) = tan(r—*) 
अतः ВУ =п— < ©. «+ВвВ+7=т 
°, 2«-+28+27=2т 
अथवा tan(2x+2B+2Y)=tan27 = 0 
इसलिये tan2<x+tan2 B+ (8127 
—tan2x tan2B.tan2Y =0 


Бла वा 
` I—tani l—tan’B 1—(ап*у 
2tanx 2tanB 21977 


Joan ` I—taniB ` I—tan’Y 


अब, їап«=х, ап =у, tanyez रखने से 


2z 2y 22 
1—21 1— 1—2 
27 20 22 


Sra Еу та 
EXAMPLE 15 
यदि А+В+С=т, तो सिद्ध कीजिये fs 


f : 669) 
1. sinA--sinB—sinC = dsin आटे cos कु: ( | 


C 


2. cosA--cosB—cosC= 4cos А oB sin —1 


2 2 2 
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10. 


11. 


12. 


13. 


14. 
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sin 2A~-sin2B—sin2C=4cosA.cosB.sinC 
cos2A-+-cos2B+cos2C=—1 — 4соѕА.соѕВ.соѕС 
cos2A—cos2B--cos2C=1—dsinA.cosB.sinGC 


sin? A +sin2B —sin2C=2sinA.sinB.cosC 


(B. U. 57A; S. S. 70A) 
sinA +sin°B +sin?C=2(1+cosAcosBcosC) 
sin?A +-5іпВ — соѕ5С=1--2соѕАсоѕВсоѕС. 
00५१ +- cos? В —– соѕ С = 1—28іпАѕіпВсоѕС 


x . „А eB! AG 
Быш De Cina 

(0) sin > +sin > sin > 
дА А B. C 

=1 2cos-— cosa sin 


2 А В C 
a E ا‎ 

(ii) cos 7 +cos 3 cos? > 
ABE 
==2-F2sin—sin-—-sin—- 
A . В SIG 
2 + sin Hsing 
т—А.х—В,т—С 


=1 + sin 4 sin—3—- sin —3— 


(Р .U. 41А, 58А) 


А B C 
cos 75 005—2 —cos > 
= TFA. “+B ToC 
=4cos— 7 cosy C0S—4 
- (Р. U. 42A, 51А) 
E oon ос 
cot >+ сої-5---001—,— 001—7 cot 2 cot 2 
(Р. U. 515; S. S. 65А) 
G A A B 
tan Stani +tan-7 tan—— +tan— tanz =! 


s ABC 
[संकेत : A+B+C== .. जा gE 2, 


z (F + 325 = E) =: इत्यादि i] 
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16. 


17. 
18. 
19. 


20. 


21. 


22. 


23. 


25. 


26. 


27. 
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15. 


New School Trigonometry 
tan3A+tan B-+tan3C=tan3A.tan3B.tan3C 


C, . CFA 
na tB + ونو‎ + SLT 


2 
A+B, B+C C+A 
=4cos—, 0084 4 


sin4A-+sin4B+sin4C=4sin2Asin2Bsin2C 

соѕ4А +cos4B+-cos4C+ 1= 4cos2A.cos2B.cos2C 

tan(B--+C—A)+tan(C+ A—B)+tan(A+B—GC) 
=tan(B+C— A).tan(C+ A—PB).tan(A+B—G) 

sin(B + C—A)+sin(C+ A—B) +sin(A-F B—C) 
=4sinAsinBsinC (В. О. 535; P. U, 614) 

sin(B —C)+sin(C— A)+sin(A— B) 


=—4cos( B+ Š ) со С) cos(A+7) 
(P. U. 59) 


sin(B+2C)+sin(C+2A)+sin(A+2B) 


BEG GCA EAB | 
=4sin—sin— sin 2 (В. 0. 584) | 


sin2A+sin2B+sin2C „. A.B.C 
sinA+sinB +sinC =8sin— SI SD 
A B 
tanA+tanB+tanc _ tan— tang tang 


(150७4 )( 1+ tan + J(1+tan S ) 


X A 
=2( 1+tan — tan š tan) 


sinACOSBCosC+-sinBcosCcosA -+-sinCcosAcosB 

= sinA.sinB.sinC 
[sin(A +B+ O) का विस्तार व्यवहार कीजिये 1] 
CosAsinBsinC-- cosBsinCsinA -+cosCsinAsinB j 

= 1 4-008/00990/ 


j É 
| 


CC-0.Panini Kanya Maha Vidyalaya Collection. 


Arya Samaj Foundation Chennai and eGangotri 


Digitized 3 I 
rigonometrical Identities ` 227 


т cotA +cotB ا‎ H cotC+cotA 
° tanA+tanB" tanB+tanC" tanC+tana i 


29. (i) tanBtanC+tanCtanA-+tanAtanB 
=14-ѕесАѕесВѕесС 
(ii) cotA-+cotB+cotC=cotAcotBcotC 
--cosecAcosecBcosecC: 
(iii) (cotB +cotC)(cotC--cotA)(cotA+-cotB) 
= соѕесА соѕесВсоѕесС 


30. यदि А+В+С=5 तो सिद्ध कोजिये कि 
(i) tanB.tanC+tanC.tanA +tanA,tanB=1 
(Н. S. 615; 5. S. 675) 


(ii) cotA--cotB +cotC=cotA.cotB.cotC ` 
(595; P. U. 43) 


(ii) tanA +tanB +tanC= tanA.tanB.tanC 
+secAsecBsecC 


(iv) cotBcotC+cotCcotA+cotAcotB 
=1-FcosecAcosecBcosecC 


(V) sin2A--sin2B--sin2C = 4cosAcosBcosC 
(vi) cos2A--cos2B--cos2C=dsinAsinBsinC+1 


(vii) cos(A—B—C)+cos(B—C—A)+cos(C—A—B) 
= 4соѕАсоѕВсоѕС (Р. U. 595) 


ЗІ. Tf A+B+C+D=2r, तो साबित कीजिये कि 
(i) cosA-FcosB-FcosC-FcosD 


_, A+B BC, CHA 
—4cos 2 coš— ०0058 2 


[(Р. U. 605) 


(ü) tanA-+tanB+tanC+tanD 
tanA.tanB.tanC.tanD 
—cotA-FcotB-FcotC-FcotD 
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82, यदि A+B+C=2S, तो साबित कीजिये कि 
G) sin(S—A)sin(S—B) +sinS.sin(S—C)=sinA.sinB. 
(ii) sin(S—A)+sin( S— B) +sin(S—C) 


С 


A SB: 
==5105 4- 4sin > sin zs- 
(iii) 4sinSsin(S— A).sin(S— B).sin(S— С) 
= 1-- 00520 -- ०08१8 — cos? C+2cosA.cosB.cosC 
(iv) 4cosScos(S— A)cos(S — B)cos(S— C) 
=cos2A + cos2B-i-cos*C--2cosA.cosB.cosC—1 
(у) со55 + со5%(5— А) + соѕ%(5—В)-+- со5'(5—С) 
=2 ++ 2cosA.cosB.cosC 
33. यदि х-+-у-Ег=хуг तो सावित कीजिये कि 
‚ү 37-98 3y—Y 32—228 
© Toot 13 1-3७ 
_3४-» 3у—у 32—23 
T 11—352 ° 1—32 ° 1— 322 


д 2x 2u 2z 
G) Ipa tity га 


E = ^ч 

VUF) 
34. यदि <--2--/5--2%, तो साबित कीजिये कि 
G) sin<-sinf--siny—4sin sin $sin > 

(ii) sin2< +sin2 В --sin2y--4sin<.sin В.ѕіпу=0 

(iii) соз?«-Есоз?В--соз?у = 1 +2cos<.cosB.cos7 


(iv) sin"<4-sin?f--sin?y = 3sin-——.sin £ 


-sin وز‎ sn 
35, यदि A+B+C=r, तो साबित कीजिये कि 
cosmA--cosmB--cosmC—1 


46. "А. MB . тС 
4sin 2 sin у- siny 
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36. यदि A+B+C=7 और ००534 --00538 +०0530--1 
तो साबित की जिये कि एक कोण अवश्य ही 120° का होगा । 

37. यदि А+В+С=т, तो सिद्ध कीजिये कि 
6) SOS у сыз AA 
SInB.sinC ° sinC.sinA ' sinA.sinB 


sinA sinB — 


(ii) сото =E sinC.sinA 
sinC 
sinA.sinB 

38. यदि A+B+€=0, तो सिद्ध कीजिये कि 


=cotC+ 


(i) соѕА +-соѕВ +cosC= dos ы ر‎ —1 


2 2 
G) sinA+sinB+sinC= —dsin sin T 
(iii) cos?A—cos?B—cos*C 
= —(1+2sinB.sinC.cosA) 


(iv) sin2A+sin2B+sin2C 
=2(sinA +sinB +sinC)X(1 +cosA+cosB -FcosC) 
39. सिद्ध कीजिये कि tan(B—C)--tan(C—A)+tan(A—B) 
=tan(B—C) tan(C—A).tan(A—B) 
40; सिद्ध कीजिये कि ८०४१-7) +००8१ -१)+-००8<—B) 
= 1-Е2сов(В—7)сов(У—«).соз(&— В) (Н. 8. 665) 
41, सिद्ध कीजिये कि эїп(#--«)--зїп(#-+-В)—2с05(&— В) 
sin(g--<)sin(g+ B); 8 से स्वतन्त्र है। 
42. सिद्ध कीजिये कि 
(i) ѕіпзл-ѕіп?у 4- ॥1%--9177(४--9 +2) 
--2--2008(४--४)००४(४+-०)००४(४+-०) 
(ii) сов: соз?у-со?2--с08%2 7+2) 
. 52--2008(2--8)008(४+-200४(४--०) 
Gii) sin(y—z)+sin(z—z)+sin(z—#) 
४-9 0 


: —2.. 2—2. 
+4sine sa 
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f š C С 
43. यदि 4+5+0=7 बौर sin A+ >) = nsin 


B = 
तो सिद्ध कीजिये कि tan Stang ==] (Р. U. 454) 


+1 
sin(A + Са) 
| "o „С ! योगान्तर निष्पत्तिद्ारा 
2 परिणाम मिल जाता है। 


44. यदि А-В Ст और 2A _ sinB _ sinC 
तो सिद्ध कीजिये कि 


x у z 


A B ८ 
(#—z)cot'>- -+(z—z)cot->--+-(z—g)eot-Z-=0 


45. यदि sinA+sinB--sinC=0 तथा cosA +cosB34-cosC=0, 
तो सिद्ध कीजिये कि 
(i) cos(B+C)+cos(C+A)+cos(A+B)=0 
(ii) cos(B—C)=cos(C—A)=cos(A—B)=—1 
[प्रथम सम्बन्ध को 2sin(A--B--C) से गुणा कर तथा JW | 
को विघटन कर के (splitting up); फिर दूसरे सम्बन्ध | 
2cos(A+B+C) से गुणा कर तथा गुणनफल को विघटन के | 
दोनों परिणामों को जोड़ देने पर प्रथम साधन प्राप्त होगा। 
दूसरे साधन-के लिए, दिए हुए सम्बन्ध से 
sinB--sinC= —sinA तथा cosB--cosC= — ०0528. तब दोग | 
को वर्ग (square) करके जोड़ दीजि ए I] 
यदि A+B+C=7 और यदि sin2A -- ७1118 -- ७170 
=sinB.sinC+sinC.sinA+sinA.sinB É 
तो सिद्ध कीजिये कि त्रिभुज समबाहु है । | 
47. ( यदि A+B4C=r और cosA=cosB.cosC 
तो सिद्ध कीजिये कि tanA=tanB-tanC 
(६) A, B, C किसी त्रिभुज के कोण हैं और A+B=2CÇ É 
तो सिद्ध कीजिये कि 4.7१ sintB— sinasin)? ai 
~ (p. 0.80 


46. 
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| 48. यदि соѕА +cosB+cosC=0, तो सिद्ध कीजिये कि 
००४३3 +cos3B--cos3C=12cosAcosBcosC (H.S. 60S) 


[संकेत : सूत्र cos3A—4cosšA—3cosAÀ का प्रयोग करें 
तथा यदि a+b-+c=0 तो a’ +b?-+c°=3abe] 
49. यदि A+B+C=r और 
sin39—sin(A—9).sin(B— 0).5іп(С— 0) 
तो सिद्ध कीजिये कि ०० = cotA+cotB-LcotC. 
यहाँ 451130 = 28іц(А — 0)[соѕ(В – С) – соз(В--С—20)] 
=sin(A--B—C—6)+sin(A—B+C—6) 
—sin(A+B+C—30)—sin(A—B—C+-'90) 
=sin(2C+6)+sin(2B+6)—sin3d--sin(2A--0) 
3४16 = 4sin?9--sin39 
= sin(2A +0)+sin(2B-L-0) +sin(2C+ 0) 
=sin6(cos2A +cos2B--cos2C) 
--cos9(sin2A--sin2B--sin2C) 
भव दोनों पक्षों को sing से विभाजित करने पर, हम पाते हैं कि 
3—(cos2A +cos2B--cos2C) 
sin2A +sin2B +sin2C 
1--cosAcosBcosC 3 
Re या किए हुए का хе 3) 
—cosecAcosecBcosecC-FcotAcotBcotC 
—cotA-FcotB-FcotCfaara чо 29 (1) 
К —(d—a)(b—0) 
50. यदि А-ЬВ-ЕС=2 और ०088 = (Tra) Fo) 
—(d—b)(e—a) „с_(@—%0@—® 
cB = (ढ्‌) म) O (FGFS) 


6 
सिद्ध कीजिये कि tana +n +tan-—=+l 


cot) = 


संकेत A 
[संकेत : tana _1 ~ ००84 का व्यवहार कर tan— का मान 
संकेत : tan 3= созд का 1 2 


निकालिये इत्यादि। इसके बाद दिखलाइये कि 
А B C 

tan tan чап aI. 

an 5 tan— tan ~ +1 
फिर q А-ЕВ-ЕС=2т 


о А, B. C 
.. tan Stan tan =tan- tan tan > = +U 
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51. परीक्षा कीजिए कि सम्बन्ध 
1-+-cos(y—2)cos(2—2).c09(2—9) = 0 सम्भव है कि नहीं। 


“e کے‎ 


(P. U. 674) 

g9 :у—2=<,2—0= В, х—у=Ү रखने से हम पाते हैं कि 
x+8+y=0 (1) 
और  созх.соѕ.соѕУ = —1 ~) 


अब प्रारम्भ ही में यह स्पष्ट है कि (2) में के cosines में से कोई भी +1à 
भिन्न मानों को ग्रहण नहीं कर सकता है। क्योंकि, अन्यथा (2) से यह परिणा 
निकलता ë कि दो cosines का गुणनफल संख्यात्मक रूप से 1 से अधिक है 
जो कि असम्भव ё | अतएव cosx, ००58, созу के केवल सम्भव (possible) 
मान (sets of values) किर क्रम में है (i) [-1, —1, —1] अर्थात्‌ <, B, 
में से प्रत्येक т का AT (odd) अपवत्यं है | ( 


या Gi) [—1, 1, 1] अर्थात्‌ <, B, Y में केवल एक ही 'ग का बुम 
अपवत्य है । 0 


किन्तु (3) में का साधन सम्बन्ध (1) के विरुद्ध है; क्योंकि т के तोत sqa 
अपवत्या का योगफल शून्य नहीं हो सकता है और (4) में का भी साधन x 
विरुद्ध है, क्योंकि 7 के एक अयुग्म तथा दो युग्म अपवर्त्यो का योगफल Wr 
नहीं हो सकता है। इस प्रकार यह समीकरण असम्भव है! | 


52. सम्बन्ध 1-- —2).cos(z— = सम्भावां 
пс cos(y—2).c0s(2—2)cos(2—9)=0 की 


[संकेतः чо 51 की तरह से सम्ब 
सम्भव है जबकि ह से क्रिया कीजिए और सिद्ध कीजिए कि यह | 


(a) < B, ? में से प्रत्येक 207 (७-0, +1, +2 के रूप का है! | 
<-FB-+Y=0 को सत्य बनाते हैं। б. 


या (6) <, 8, 7 में से एक के और दो अयुग्म अपवर्त हैं | 
*18+-750 को सत्य बनाते हैं। 1 
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| अध्याय १२ 
त्रिभुज के गुण 


PROPERTIES OF TRIANGLES 


12.1. एक त्रिभुज में छः भाग होते हैं, तीन भुजाएं और तीन कोण। इस 
वर्तमान अध्याय का भभिप्राय उन निश्चित सम्बन्धों को खोज निकालने का है 
जो त्रिभुज की भुजाओं तथा उसके कोणों के श्रितों से लगाव रखते हों। हम 
त्रिभूज के कोणो को A, В, С द्वारा और इन कोणों की सम्मुख की भुजाओं को 
क्रमशः а, Б, ० द्वारा व्यक्त करगे | 


12.2. सिद्ध करना है कि त्रिभूज ABC में 
| а _ b AA 
sina sinB आठ 


अर्थात्‌ कोणों के sines अपने सम्मुख को भुजाओं के अनुपाती है । 


WA 
1 
| | b 
B ~ p CB D 5 & 
चित्र G) चित्र (ii) चित्र 01) 


मान लिया कि ABC एक त्रिभुज है। 4 से AD, BC पर लम्ब खींचा । 
यदि आवश्यकता हो तो 80 को बढ़ाकर (दूसरा चित्र) उस पर लम्ब खींचा 
यदि С अधिक कोण है | 


ДАВС, sinABD= p .__AD=ABsinABD=csinB 


फिर, ^ ACD से, sinACD= 


AD=bsinC (चित्र i Ñ) 
Ат AD=bsin(r— O) दूसरे चित्र में 
=bsinC 
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AD के इन दोनों मानों को वरावर रखने पर हम पाते हैं कि 
csinB=bsinC 


s 
अर्थात iC sinB у 
इसी प्रकार 3 से CA पर लम्ब डालकर हम साबित कर सकते हैं कि 
с _ G Í 
sinc зША 0 
अतः (1) और (2) से 
7 DD ° 


sinA sinB sinC 
अगर इन कोणों में से एक कोण С समकोण है तो, जेसा fs fa 
(1) में है, हम पाते हैं कि 


sinC=], зпА= — और sinB= > 


2.9.5110 3.0 

ч SIA sinB 8110 
भत: हम सभी दशाओं में पाते हैं कि - 7 ó — С 
इसरा तरीका : 


sinA sinB 5шС 


मान लिया कि ДАВС को । 
करने वाले वृत्त का केन्द्र О है Е: 
व्यास है। j ; 
ВО को मिलाया और इसे परिधिं” | 
fre qT मिलाने के लिए बढ़ाया; CD я 
मिलाया । š 
Tf BD, वृत्त का व्यास कै W | 
LBCD एक समकोण है। हम जानते हैं कि एक ही वृत्त-खण्ड पर के 
बराबर होते हैं। 
फलस्वरूप £ BDC=/ BAG=/ А 
अब, ABCD से 


30 
sinBDC= 
nBDC BD 
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या sina = ग्र 
अर्थात्‌ чың 2R 


इसी प्रकार AO को मिलाकर और इसे बढ़ाकर परिधि से किसी बिन्दु (ATT 
लांजिये E) पर मिलाकर और उस बिन्दु को В तथा € से मिलाने पर यह सिद्ध 
किया जा सकता है कि 


b 6 
528226 और mG 2 2R 
bse 
इसलिए sina siB > sind 228 
... а Ere . =; H 
उपसाध्य : °, шд 1 2 `. @=2R 9128 


इसी प्रकार b=2R sinB, 6८21२ ४10. 


12.8. सिद्ध करना है कि A ABC में 


< b?-c—a? 
cosA = मछ 


э a2— ha 
cosB = ab 
2ca 


| ९0०४6 „^+ 
इस अध्याय की धारा 12.2 के चित्रों को लीजिये। 
मान लिया कि ABC एक त्रिभूज है और कल्पता किया कि C एकः 
न्यूनकोण [ चित्र G) ] है । तब ज्यामिति से, 
AB?=BC?+CA?—2BC.CD 
=BC?+ CA?—2BC.AC.cosC 
या ०--०१--४१--2०४ 0०0४0 
फिर, कल्पना किया कि C अधिक कोण (चित्र i) है। तब हमें ज्यामिति से 
AB3= BC+ СА?--2ВС.Ср 
= BC+ СА°-Е2ВС.АС.сов(т—С) 
=BC2-F c'As—2BC.AC.cosC 
ат ०४--८१--४१--249 COSC 
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तीसरे चित्र में जब C एक समकोण है, हमें 
AB3=BC!+ AB? 
या, =a +0 
किन्तु चूँकि C=90°, cosC=0, अतः यह सम्बन्ध तो भी 
०१-०१ --४९-- 269 ००६० के रूप में लिखा जा सकता है। 


अतः हर हालत में, c= a+ 9१--2689 ००5८ 
_ a+b 
अर्थात्‌ соѕС= क्र 


इसी प्रकार ००५८ त्र 


3 2— 72 
और cosB= = r š 
ये व्यंजक किसी त्रिभुज के कोणों के cosine को भुजाओं के पदों में 99 
नकरने के тй | 
12.4. सिद्ध करना है कि किसी A ABC F 
a=b со5С-Ес cosB 
b=c¢ соѕА +a со5С 
с=а cosB+-b cosA 
इस अध्याय को धारा 12.2 के चित्रों को लीजिये 1 
जब С एक न्यून कोण है [चित्र ()] 
BC=BD+CD 
=АВ cosABD-- AC cos ACD 
या a=c¢ COSB--b соѕС 


जब € एक अधिक कोण है [ चित्र (ii) ] 
BC=BD—DCG 
= АВ cos ABD—AC cos ACD 
| =0 ९०५३ —b соз (180°—С) 
ऱ्या a=c cos 3--5 ९०56 
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जब € एक समकोण है [ चित्र (iii) ] 
BC= АВсоѕВ 
या a=c cosB 
या =e cosB+b cosC |.” соѕС =cos90° = 0] 
अतः हर हालत में, 
a=b соѕС--с cosB 
इसी प्रकार, b=c cosA+a cosC 
c=a cosB+b cosA 
नोट :--उपरोक्त सम्बन्ध बिना त्रिकोणमितीय चित्र की सहायता के соѕА, 
००४3, ००४० के मानों को सीधे रखने (Direct substitution) से भी प्राप्त 
किये जा सकते हैं । 
12-5. किसी त्रिभुज के अद्ध कोणों के त्रिकोणमितीय शितों को भुजाओं के 
पदों सें व्यक्त करने के लिए व्यंजक (Expression) 


0) चूंकि cosA=1—2sin 


Ki 2sin?5- —1—cosA 


6१--०१-०८१ 
206 


__20020१-0न० 
= 2bc 


02—(6—с)? 
25с 


= 206 


भान लिया 2s=a+b+e जिससे क्रि s त्रिभुज की अद्ध-परिमिति केः 
बराबर है, तब 
a+b—c=a4+b+0—20=2s—20=2(s—¢) 
a—b+c=a+b+0—2b=2s—2b=2(s—b) 
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i 2(s—b).2(s—c) 


इसलिये 2sin? 2 2be 
. „А (s—b)(—c) 
या sin? 2 bc 


भर्थत्‌ snA= | s—b)(s—c) 


हमें करणो चिन्ह (Root symbol) के साथ धनात्मक चिन्ह को छेना बाव 
яа® है; क्योंकि А .किसी त्रिभुज का कोण होते हुए 180° से अवश्य аф 


र इसलिए-7 <90° और फलस्वरूप sin धनात्मक है | 


इसी प्रकार sinb = /@—©(@—а) 
2 са 


भौर пс ।७--०७-७) 
ү ab 


[ 


ss A GED 
(ii) सिद्ध करना है कि ود‎ = |“ = a) 


चूकि со$А = 2००४४१- —1 


ड 2005१2 1+cosA 


206 --09१-[- 69 -..- 68 
206 


__ (७--०)१--०१ 
`` 2b 


(७--८--८)(०--०-०) 
206 


=०+४+०तो 
9--० -- 65-26 ж 
७--०-०२०७--८--०-25--2(0-0  _ 


अब भगर 
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А _2s.2(s—a ) 
2 EONS 
2с05 3 ab 


s(s—a) 


cos? 
या 0 2 Б 


Jl‏ ےھ 

अर्थात्‌ cos JA 

यहाँ भी पूर्वोक्त दिये हुए तकों के कारण वगंमूल (square root) का 
अनात्मक मान लेना चाहिए 1 


s(s—b) 


B 
इसी प्रकार соз-р-= || 


ab 
AT АШ SA A 
(४) चूंकि (87 चज इसलिए sin और ००४7 
COS—- 
2 
के मानों को रखने से हम पाते ë कि 


ani | a ja =) 


(s—b)(s—e) 
s(s—a) 


а ВБ (8-0)(8-0) 
इसी प्रकार tang = / ED 


J (s—a)(s—b) 


8(8—б) 


; A 
नोट : बिना у ; cos- का मात निकाले हुए भी tang का मान 
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इसके लिये हम जानते हैं कि 


TAA __02--0१--0१ 

s SN 7 1—cosA ШШЕ 
тае जाला, पाया тей 
2 A 1+cosA b2+c2—a 
cos? Do 


5 (s—b)(s—c) 
za un =, | s(s—a) 
Ñ А т 
[== का धनात्मक चिह्न लिया गया है, an <7| 
12.6. Summary : 


si A (s—b)(s—c) 


ва -В Z [L 


ca 


С _ Je—a)s—b) 
2 ab 


wA [= 


B s(s—b 
cos 5 = || ल्क ) 


es 80. 


sin 


tan J —b)(s—c) 


s(s—a) 


ез {бс 
2 s(s—b) 


ап SD 


8(5— с) 
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42.7. किसी A ABC में, सिद्ध कीजिये कि 


WAS = V s(s—a)(s—b)(6=0) 
G 


š WA A-A 
چ‎ sinA—2sin—-cos > 


sinA = 2. V s(s—a)(s—b)(s—c) 


इसी प्रकार sinB= a A/s(s—a)(s—b)(s—c) 


और sinC = = A/s(s—a)(s—b)(s—c) 


ये त्रिभुज के कोणों के sine को भुजाओं के पदों में व्यक्त किये गये 
व्यंजक हैं | 


/ 


12.8, किसी त्रिभूज का क्षेत्रफल 


Гы D B 


मान लिया कि ABC एक faga है। А से AD, BC पर लस्ब 
डाला | : 


त्रिभुज का क्षेत्रफल निम्नलिखित भिन्न-भिन्न ख्यों में प्राप्त किया जा 
सकता है | 


(1) त्रिभुज ADC š, 
AD= AC sinC=bsinC 
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यदि त्रिभुज के क्षेत्रफल को А द्वारा सूचित करें, तो 
А = (आधार ऊ चाई) 
=1.BCx AD 
— tab sinC 
इसी प्रकार A 3३७० 5шА=1са sinB 
इस प्रकार, A=] Î का ग॒णनफळ) >अन्तगंत कोण «т 
(ii) चूंकि A= jab sinC _ 
_ इसलिये धारा 12.7 से ४10 का मान रखने से 


A=} ab. Vee NEN 


= Vs(s—a)(s—b)(s—c) 
(ЇЇ) ऊपर वाले व्यंजक में 23= (a+b +c) रखने से हम पाते हैं कि 


Д=ї\/28(2в—2а)(2в—2Б)(2в—2в) 
=} Va ++ +e—a)(c+a—b)(a F-0) 


=} V2b 3c" 2*43 Заз ас 


फिर (iv) д=-у% sina => be. 


12.9. tan न ct के मान को A के रूप मं व्यक्त करता । 


थारा 12:8 में दिये गये A के मान द्वारा कभी-कभी 


A B C 
tans, tan—— tan 2 


को दूसरे निम्नलिखित रूप में व्यक्त करने में सुविधा होती है। 


हम जानते हैं कि tan दे द 


s(s—a) 
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हर और अंश को ५/७-)७-ळे से गुणा करने पर, हम पाते हैं 


A __ (७-0७-० _ 

coi 77 s(s—a)(s—b)(s—c) 
_(७-०)७-०) 
“PN 


फिर हर और अंश को १/५(४-०) से गुणा करने पर, हम पाते हैं 
А A/s(s—a)(s—b)(s—zc) 


s(s—a) 
~A 
(8—0) 
А (3—0) 
3 өе 
इससे हम पाते हैं cot N 


अगर हमारा अभिप्राय tan 5 के मान को एक ऐसे रूप में व्यक्त करना š 
бй हर अचल है तो हम लिखते हैं 


А (s—b)(s—c) 
tan: = EE 
A s(s—0) 
और сої TN 
इसी प्रकार हमें tan = — 
C (s—a)(s—b) 
और tan = SS Ai 
B _8(8=b) 
VEE 
С ०४७४-०५) 
ओर cota д 


12,10, [नो [яя л ABC में, सिद्ध कोजिए कि 
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किसी त्रिभुज में हमें, 


i e „зів 
sinB sinC °” ¢ sin 


इसलिये componendo और dividendo का व्यवहार करने से 


७--८_ sinB—sinC 
b+c ४18 -- ४110 


B+C. B—C 
2cos— sin F 


B+C B—C 
2sin 2 cos—— 


B+C B—C 
tan 


= cot. 2 2 


эй B—C 
=tan FT 1 


BC be А 
2 b+ 2 
С—А с-а B 
2 
С 


. tan 


ot 


इसी प्रकार tan 
2 E cot 


ASB bie 
2 +b 2 


चोट: ऊपर बतलाये गये सूत्रों को उस समय व्यवहार करना q 
जब त्रिभुज की कोई दो भुजायें दी हुई हों और उनके बीच का कोणि | 
हुआ हो। | 


और tan 


साधित उदाहरणा 


उदाहरण 1. यदि ०=13, 6-14 और ०--15 ता त्रिभुज का así j 
क्या होगा ? 


यहाँ 2s=a-+b+o=13--14+15=4 


° е ७२२21 
..  s—a=21—13=8, s—b=21—14=1 
8в—0:=2]—15=6 
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अब А = १/५७--०७-०७७-४) 


= 4/21.8.7.6 = \/7.3.4.2.7.2.3 


=7.3.4=84 
उदाहरण 2. यदि किसी त्रिभुज АВС के कोण 3: 4 : 5 के अनुपात में 
है' तो ७ : ४ : с निकालिये | 
मान लिया कि कोण А, B, C FAT: 32, 42 और 5z है | 
afr 3z--4z+-5z=180° या 12%=180° 


к z=15° 
5 A=45°, B=60°, С=75° 
5 a b 6 
अब चू mA sinB = जट 
5 @ 000 AI 
к» 51045° 510609 51075° 
a a:b :c=sin45° : sin60° : 8175? 
1 43 ,४3+! 
= Ош PV 
=2: \/6 : (/3+1) 
उदाहरण 3. यदि a=3,b=5 , ०=7 तो सबसे बड़ा कोण तिकालिये । 


(56А, 62S) 


'यह तो ज्यामिति से स्पष्ट है कि सबसे बड़ी भुजा के सामने का कोण सबसे 
TET होगा 1 इसलिए यहाँ पर कोण С सबसे बड़ा कोण होगा | 


a 
अतः cosC=— 


£ 325-7 15 
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उदाहरण 4. यदि किसी त्रिभुज ABC Я ०=25, ४=52 और ०२६; ` 
तो tan और (81 का मूल्य निकालिए। 


यहाँ 2s=a+b+c=25+52+63=140 


O 8=70 
„ s—a=45, s—b=18, s—c=7 
= /(s—b)(s—c) 
aa tan 2 TEETER 
(99% 52)(70— 63) 
70(70—25) 


(2% J l 
70.45 


_ 522632258 6048 
कळ 00 21631224506 


4, tanA= ا‎ 


उदाहरण 5. किसी त्रिभुज की दो भजायें 7675 और "үй t 


और इन दोनों भुजाओं के बीच का कोण (0० है; त्रिभूज की तीसरी 


सान लिया कि त्रिमुज АВС है जिसमें | 
श 1 м6+У2 
} १/6--१/2  १/6--५/2 van 
={(\/6-Е\/2) 
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1 
ү; 
j. mi 1 xi 1 ५४०९-४2 
VEFVI /6+ү2* 6—42 
=4(v6—v2) 
तथा А=60° 


88 -1. MP 
अब सूत्र ००4 = te “- का व्यवहार करने से 


1 
नह (V6+v2)*+ नह (/6-४2-० 


००४४० а 7 ҮЕ 


ЧЕ-(6+2+2/12+6+2—2у/12—16') 
سے‎  -  .—rSSSSruv 


या 
ДЕЕ: 
=$(16—16a?) 
या 4=16—16# या l6at=12 
या a=} .'. बन (а का धनात्मक मान लेने से) 
e. तीसरी भुजा 2=43/2 


उदाहरण 6. यदि a=2, 8--५/3--1 और 0-60 तो कोण А और B 
तथा भुजा ८ का मूल्य मालूम कोजिये । 


सूत्र के अनुसार, 
А-В a—b ‚С 
tan z = 


2—(/3+1) 51309 
=A 0029 


N31 _tanl5°=tan(—15°) 
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भर्थात्‌ A—B=—30° D 
फिर चूंकि C=60° .'. A+B=120° ۳ 
अब (i) और (ii) को जोड़ने और घटाने से ' 
A=45° और B=75° 


अब ० का मान निकालने के लिये 


a с 
sinA _ ४170 


_asinC_ 2811600 
अर्थात्‌ °> gna 5 51п45° 


उदाहरण 7. यदि ८--0५--०(--20/(८०--59) तो साबित कीजिये हि 
| С=45° या 135° (Р. U. 535; Н. S. 675, S.S. 1%) 
दिये हुये सम्बन्ध से, 
a+b‘ct—20?a—2bot=0 
दोनों तरफ 26%» जोड़ने से 
afb 014-200 2b2c2— 2003 = 27 
या (८१५-७१ = 20282 
या ०१४-७१०? EV 2ab 
~, FH V2ab 1 
2ab = तळ F2 
अर्थात्‌ cosc=- l 
v2 
यदि =ч гы 
cosC= T+ तो =45° 


यदि CH 
२४० कत (पा 


za С=45° ат 135° 
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EXAMPLE 16 (A) 
किसी त्रिभुज ABC के कोण क्रमशः 2: 3: 7 के अनुपात में हैं, तो 
सिद्ध कीजिये कि a:b: ०= ४/2 : 2 : (\/3+1) 

(Н. S. 644, 665) 
किसी त्रिभुज ABC क कोण क्रमशः 45°, 75° और 60° हैं, तो सिद्ध 
कीजिये कि 6--९/26 528. 
किसी त्रिभुज के कोण 1:2:7 हैं, तो सिद्ध कीजिये कि सबसे बड़ी 
भुजा तथा सबसे छोटी भुजा का अनुपात 

мМ5+1: 45—11 
(i) यदि cosA = E और cosB= तो a:b : 6 निकालिये | 


(i) यदि созА= और tanB=—- तो ०:४: ० निकालिये। 
निम्नलिखित प्रत्येक दशा में कोण А और В और भुजा ० का मूल्य 
मालूम कोजिये यदि 

(i) a=2,b=4 और 05-60? (Н. 5. 625) 
(ii) a= V3+1,=/3—1 और C=60° (H.S. 605, 70А) 
(iii) a=2/6, ७=6-3\/2 और C=75° 

निम्नलिखित दशाओं में त्रिभुज का साधन कीजिये (अर्थात दूसरे अंगों 
का मान्त निकालिये) यदि 

(i) 8575", 8-30", 8-%/8 

(ü) А=30°, B=45°, 8-2 

किसी त्रिभुज ABC में यदि 

(i) 6८7, ४८513, 6८15 तो कोण B निकालिये । 

(ü) a=2,b=/2 और ०=\/3+1 तो कोणों के मान मालूम 


करो | (H.S. 64 S) 
/ /2 ї 

(iii) а=4/3, ७=\/2 और عا‎ तो कोणों के मान 
मालूम करो । 

(iv) ७=2\/3, ०5३५/2 और 0560" तो А का मान निका- 
लिये । (Н. S. 61 А, 665, 69А) 

=3 ८-6. 9-30" तो a, А, C का मान निकालिये। 
0 с (H.S. 624) 
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8. किसी त्रिभुज का सबसे बड़ा कोण £नकालिये जिसमें 
G) ०=3, ४=4 और ०८5 
(ii) ०=33, ७56 और ०८65 
(iii) a=2, = V6 भौर о=/3—1 (Н. S. 604) 
(iv) a=m, ben और c=-/mš+mm+m (H.S. 67А, 705) 
(v) a=z2+z+1,b=2z+1 और с=а%—1 

9, किसी त्रिभुज में यदि а=\/6, b=2V3, c=3+/3 तो чай 


छोटा कोण निकालिये । 
10. किसी त्रिभुज की भुजायें 4, 5, 6 है तो सिद्ध कोजिये कि सबसे बड़ा 
कोण सबसे छोटा कोण का दुगुना है । (Н. 5. 634) 


11. किसी त्रिभुज ABC में 
6) а=%у57, 8560" A=24/3 तो b और с का मात 
निकालिये। 
Gü) 445600, A =10//3 और 25-20 तो a, b, c की TA 
मालूम कीजिये। 
. 2 2... 19 
[ संकेत : सूत्र cosa= पक 
व्यवहार कीजिये | ] 
12. त्रिभुज АВС का क्षेत्रफल मालूम कीजिये जब 
(ü) ०=18, 5—24 और ०=30 
(ii) ०=15, ४=36 और ०-39 
(iii) ०=25, b=52 और ०-- 6३ 
(iv) ०=35, b=84 और ०=91 
(у) 0—6, 2—8 और C=30° 
(vi) a=2(/3+1), 8 45° और C=60° 
18. यदि ०=13, ४=14और ०-15 तो आए лап. 800 | 


का मूल्य मालम कीजिये। | 
14. यदि а—18, 8-24 और ०-30 तो sinA, sinB भौर sin C 
मान क्या होगा ? 


और A=jbesinA 17 
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; 45. यदि a=35, b=84 और ०=91 तो tan А का मान क्या होगा ? 
16. यदि (०-+-+-०)(४+०-०)=3४० तो सिद्ध कीजिए कि 3560? 
17. यदि tatta habt तो सिद्ध कीजिये कि 
С=60° या 120°. 
18. किसी A की भुजायें क्रमशः 3, 4, /38 है, तो सिद्ध कीजिए कि 
सबसे बड़ा कोण 120" से अधिक है | 
19. सिद्ध कीजिये कि त्रिभुज ABC में यदि 


ü) C=90° तो sins JE 
[संकेत : ००४05-(७१--४१--०)|260 और `; С=90° 
2, 3= 
3+ 3-0 
फिर, 2sin? В. =1—cosB= > 
6१--८१-०१--०? 
क्ट 


a Od l 
=l- t=- इत्यादि 

А [6—0 
(i) 85-90" तो tan > =, y 


20. यदि किसी AABC š tan = d = tany =715 तो 


tan का मान निकालिये और सिद्ध कीजिये कि a=0=2b. 
21. साबित करो कि किसी त्रिभुज की परिमिति 
छ С 
=8Rcos—2-cos zT 
[संकेत : 28=0--0+с 
=2R (sinA+sinB+sinC) 


B С 
=2R. 4cos cos OSD 
पेज 216 से 


अतः परिणाम ] 
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29. साबित करो कि किसी त्रिभुज का क्षत्रफल ^= 
„~ a sinB sinC 
û) दर sin(B+O) 


a3—b3 sinA sinB 


Gi) —5 (АВ) 


„ыу 2686 ABT IB IE 
(iii) atbte COS 205 2 COS 2 


[संकेत : दिया हुआ व्यंजक 


2606 YA sinA +sinB +sinC 
=R (sinA + sinB +sinC) * 4 
abc 
= 7A] 


: A B C 
2 — tama Šnr—əƏ 

(iv) stan 2 tan: 7 tan 2 

[संकेत : दिया gar व्यंजक 


а (20680) (s—c)(s—a) ,(४-०)(४-४) 


A A 
` _8%в—а)(в—Ьу(в—с' A4 È 


12.11. त्रिभूज से सम्बन्धित तादात्म्य 


जब हमें इस तरह के तादात्म्यों को स्थापित करना हो जिनमें FW Ы 
भुजाए और कोण दोनों हों, तो ऐसे तादात्म्यों को हल करने की सव | 
रीति यह होगी कि व्यंजकों को या तो केवल भुजाओं के या केवल еШ 
पदों में व्यक्त किया जाए | यह आगे आने वाले साधित उदाहरणों से 


जायेगा | 
साधित उदाहरण 
उदाहरण 1. यदि ४0१ -- 51093 +87१0 तो सावित AA कि 
A=90°, 
हुल : चू कि 91१4 -- 811१8 -Lsin!C 
о а ү? b १2 с ५१ 
za @ ) नार) ER) 
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अर्थात्‌ а=? 
кр G के सामने वाला कोण एक समकोण Š | 
ZA=90° 


उदाहरण 2. किसी त्रिभुज ABC में सिद्ध कीजिये कि 
a sin(B—C)+b sin(C— A)-Fc sin(A—B)=0 
(P.U. 41S; B.U. 575; S.S. 664}. 
हम जानते हैं, ०=2RsinA=2Rsin(B-+C) 
b=2Rsin(C+A) 
c=2Rsin(A--B) 
“. व्यंजक का पहला पद=2Rsin(B+C)sin(B—C) 
=2R(sinB—sin’C) 
इसो प्रकार दूसरा पद=2R(sin!C—sinA) 
तीसरा पद=2R(sinA—sinB) 
°, व्यंजकों को जोड़ने पर योगफल=0 
उदाहरण 3. सिद्ध कोजिय कि 
B ._ A 
3 = (0+). sinz 
(56S, 575, 69A; P.U. 48А; H.S. 69A) 
2sinB +C B-C 
हमें b+c sinB+sinC 2 2 


=———-—— 


@ 915 


acos 


. À 
2sin— cos 

А B-C B—C 
008 —> cos 7 cos 3 


A . А 
sinz.cos—,— sing- 
--(64-0)आ0+- ; 


B 


š B 
.. G COS 


=(b--c)sln—— 
bo 
2 


नोट : यदि 4=60° तबं ८ 005 


अर्थात्‌ b+e=2acos 7С 
(B.U. 535, R.U. Pre 62; H.S. 63A) 
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उदाहरण 4. किती A ABC में सिद्ध कीजिये कि 
PC sin2A+ za Sin 2B+ sin2C =0 
(R. U, 9 
99-6१ n . 
पहला पद = 2811. cosA 
89-0१ 2a boa? 
i 7R 28 
(62—2)(02-0—а?) 
ड 2Rabc 
b —в%—а%(%— у 
= 2Rabc 
4__ ४४--१(९१--०१ 
इसी प्रकार दूसरा पद = 0 ушш ) 
तीसरा पद = गोळ 


.. जोड़ने पर योगफल = 
उदाहरण 5. किसी AABC F सिद्ध कीजिये कि 


A B 20 
l—tan-y tan`,- = का 
हल: राशि 1—tan -tan È 
= 1—_ @—®)(@—).(з—о)(з—а) 
А ; A 
=1— (s—a)(e—b)(s—c)(e—e) 
s(8—a)(s—b)(s—c) 
= 1 ७-० с 22 2 
2 8 7६758 Tapio 
उदाहरण 6. यदि 3 


Fet यय 


तो साबित कीजिये कि C = 60° 


| | 
(P.U. 46A; B.U. 565, 595, Pre 605; H.S. * १ | 
675, 698; 5.5.0! | 
“दिये हुये सम्बन्ध द्वारा, 
btotato __ 3 
५1०७० ०१८ 


(04-с) а. а 
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या (७--०--20)(०--७--०)२3(०--०0--८) 
या ७१--०२--20१--205--356--3०८ 
s==3(ab+ac--bc--c2) 
या 69-1. 98... (१ -- ab 
а2 -[- 89-८१ 
260 ={ 
या cosC=1 *. C=60° 
उदाहरण 7. किसी A ABC में यदि a--o=25 हों, तो साबित कर कि 


A C B 
cot 2 +сої-2- =200t7 


(P.U. 42А; B.U. Pre 60, 62, 64S) 
यहाँ पर हम यह साबित करेंगे कि 


या 


A с В; 
यदि соі Hoot =2cot—> 


तो ८-+-०=2b 


व С 
„* 2cot 7 cot +cot-> 


g B А C B 
.. СОЇ 2 = cot =cot 2 — cot 2 


अर्थात्‌ s(s—b) _а(з—а) s(s—c) 3(8—b) 


س“ سے اک کے 


A 20 N Aq 


8%—вБ—°--в® _8/-४80--0--80 


अर्थात्‌ x = A 


अर्थात्‌  —sb-+sa=—sc+sb 
अर्थात्‌ -४+०=-¬०+४ 
O a+c=2b 
उदाहरण 8. यबि ८९--०१-2४* हों तो साबित करे कि 
cotA-FcotC—2c0tB 
(P.U. 444, 474, 49A, 505; R.U. Pre 62; B.U. 655, 69А) 
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पहले की तरह, हम यह साबित करेंगे कि यदि cotA+cotC=2cotB 
तो a2-+ct=2b% 


दिया हुआ है 2cotB=cotA+cotC „(у 
cosA b?+e—a?’, 2R _1२(0१--०१-७) 
लेकिन ९०४७ mA" 2bo ар abc 
; १(८१--८१--००) 
इसी प्रकार cotB=—— | 
С 1२(७१-- 92-.. ८१) 
तथा со е 
इसलिये (1) से, 
21२(८१--८१-०१) В(5°+-с2— а) , 7१२(८१--०१-०१) 
абс тз abc abc 


या 2002-0262) = (6-2 а?) (abe) 
ат 20%-4-202— 222-24-02 —0t +a 4b = 
या 26९-- 26१-- 4b? 
г. a+ =3 
A ८ DA 
उदाहरण 9. किसी A ABC में यदि tantan 77247 7” 
तो सिद्ध कीजिये कि cosA+cosC=2cosB. 


C 


चूकि tan-+ten-- an DE 


2 5° 
б |. а —tan-y- =tan-y पयत 
पग sin В а. AA 
2 2 2 2_ 
mein mnie в ° 
COB: SD OS cosmo 
sin ह HE 
Ge 838 з= е 
Ë: сов Cog و‎ तह. 
2 2 07° 2 
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| С, AB 
) अर्थात्‌ соз-5-.5ш „—=cos à sin? 2 € 

AB Аш С BG 
अर्थात्‌ 2sin Ara sin A BE 2t sin? 2 С 


अर्थात्‌ cosB—cosA=cosC—cosB 
अर्थात्‌ cosA--cosC=2cosB 
उदाहरण 10. किसी A के दो कोणों का cosine यदि अपने सम्मुख को 
'सुजाओं के प्रतिअनुपाती (Inversely proportional) हो, तो सिद्ध कीजिये कि 
त्रिभुज या तो समट्विबाहु या ससकोणीय (Right angled) होगा । 
(H.S. 60А; M.U. 65А; R.U. 66А) 


हमें ५०56 _ b _ sinB 
ह्म, 6083 a sinA 
या sinA.cosA=sinB.cosB 


या sin2A=sin2B 
इसलिये sin2A—sin2B=0 
या 2cos(A--B) sin(A—B)=0 
| ° यातो cos(A+B)=0 अर्थात्‌(&+-8)=90° 
x 2. YT समकोणीय है। 
x या sin(A—B)=0 अर्थात्‌ А=В 
2. त्रिभुज समद्विबाहुहै। Е 
उदाहरण 11. यदि किसी A ABC Я 


фил 


७(०--०,९०9७७ 


तो सिद्ध कोजिये कि л समद्विबाहु है | (P.U. 495; Н. S. 695) 


C 


—— 


| 4 3 
| वर्ग करने से ८:(८+-)१.००७१ — =४(०+०)' со51—5 


ат (aby > 8१(6--०) кзз 


या ०(७--४)५७--0)5#(०+-०१(४--० 
या ७.०(०--४)१--४७०(०--० »=s.bla+e)—bo(ako) 
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या в(5(а-ЕЬ)#—5(а@-++с)%}= ४०((०७--४०)१- ( ao 
या s(b—0)(bc—a?)— be(b—c)(2a+b+ 6) 
या (ф—6){а(о— а) – be(2a+b+6)}=0 
या (6—0) — а28—Боз — абе} =0 
इसलिए ०-०=0 [".'(. ) के अन्दर सव पद ऋणात्मक हैं ] 
त्रिभुज समद्विबाहु है | 


inA+sinB ` 
उदाहरण 12. यदि sinC नत तो साबित कीजिये fe fa 


समकोण त्रिभुज होगा | 
दिये हुये सम्बन्ध से 
A+B. A—B 


2sin = cos 2 


sin C= - 
A 
20 cos 2 B 


tan 38 лап(90°—-5 ) 
=€ 
к 2sin cos с=с 
2 
а 28те сов C =cos-— : 
ат 25in cos —соз-с—=0 


या сов С ( 209—1 )=0 


С 


या cos——.cosC=0 


.. चाहे соз С =0 


या cosC=0 


CC-0.Panini Kanya Maha Vidyalaya Collection. 


Digitized by Arya Samaj Foundation Chennai and eGangotri 


Properties of Triangles 259 


(WA == =90° ., 05180" लेकिन С का यह मान अमान्य है; 
क्योंकि त्रिभुज का कोई कोण 180° के बराबर नहीं होगा 1 

(2) से 2-90", अतः त्रिभुज एक समकोण त्रिभुज होगा 1 

उदाहरण 13. अगर A, B, C किसी त्रिभुज ABC के कोण हों तो सिद्ध 
कीजिये कि 


С c B 
tan? 3 лаа T +tan—. tan tani. tan”. 


सदा 1 से छोटा है | 


RE „ A (s—b)(s—0) 
हु” ады 2 = sls—a) 


(8—0)(8—а) ` 


B 
tan) 5 = сеу 


С (s—a)(s—b 
और tan as 


С А A aB 
tan tant- tani ама +tan > tani. 
—bF(s—0)* 
...0) 
अब s=3s—2s=3s—(a+b+6) 
` -5(७--०)+(8-४)+(४-० 
°, aea te BEE ZO) ERE НИЕ राशि 


['.` 8-०, s—b, 8—0 में से प्रत्येक धनात्मक है] 
~. (४--०)१+-(७--0+(७-०१<४ 
अर्थात्‌ ане а 


अतः (1) से परिणाम सिद्ध हो जाता है। 
उदाहरण14. किसी A ABC में, सिद्ध कीजिए कि 
'a?cos(B—C)--b!cos(C—A)-H0'cos(A—B)>Jabe 


(P.U. 515, 565, Pre 61; B.U. 55S, 58А, 65А; R. U. 713) 
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ajam का पहला 95 = 22.1С05(В —С) 
=a?.2RsinA.cos(B—C) 
=a?.R.2sin(B--C).cos(B—C) 
= R.a2(sin2B +sin2C) 
= R.a?(2sinB.cosB --25і0С.соѕС). 
=abcosB+-ccosC) 

उसी प्रकार दूसरा पद =b(cecosC+a COSA) 

और तीसरा 94 = 00 cosA+b ००४8) 

९, जोड़ने पर व्यंजक = afb ссѕВ --०१० cosC-+ bic cosC 

bis cosAca cosA-cb cos% 
=ab(a cosB+b cosA) 

-+be(bcosC+c cosB) 
+ca(ccosA +a cosC) 
=ab.c+bc.a+ca.b=3abe 

उदाहरण 15. साबित करो कि 

(i) sin(x-+ B)=sin< cosB--cos< sinf 


(ii) sin(<—B)=sin< cosB—cos< sinf 


मान लिया / XOY=< siz YOZ= 8; OY पर 430 | 


эй. OX, OZ और OY को A, C, В, पर मिलता है! 
चित्र (i) में AOAC= AOAB+ AOBC 
1OA.OC sin(<--B)=1 ОА.ОВ sin< 
+5 OB.OC sinB ` 


या 
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j 
1 


OB . 
дт sin («+ 8)=98 sin «од 8118 
=sin< cosB+cosx.sinB 
फिर चित्र (ü) # AOAC= AOAB— AOBC 


या ३ OA.OCsin (< — В) =} OA.OBsin< 
—3 OC.OBsinB 


- . ОВ OB. 
या sin («— В)=зїп«<.-су — OA Ë 


==$їпҗ.со5 8 —cost.sin$ 
ЕХАМРГЕ 16 (В) 
{=й त्रिभुज ABC मं, सिद्ध कीजिये कि 


1. a sinA—b sinB=c sin (8-9) (545) 
2. a(bcosC- о cosB)=b—ct (54А, 614, 67А, 695) ` 
RG A 

. G sin — =(b—c)cos — 


(P.U. 42S, 525; M.U. Pre 64А; H.S. 64А) 
4. G) a(cosB-+cosC)=2(b+0)sin*A/2 


AA 
(ii) a(cosC—cosB)=2 (b—c)cos° 5 (66 S; R.U. 70А). 
15. b cosB--c ८०७९-२७ cos (В—С) 
a +34-031 -- 2(00 cosA+ca cosB Fab cosC) 
(B.U. Pre 604) 
ч. G) (b-+c)cosA+(c+acosB+(a+b)cosC=a+b+to 
(P.U. 59А; B.U. 615; H.S. 64A, 66S, 70A; S.S. 68S) 
(di) ८(४१--०३००४७ +(e" a)cosB 0(4? cosC 
š =3abo 
(iii) (a+b+o)(cosA+cosB+cosC) 


B C 
=2q cos -Е2Ь cos? 720 cos? D 
[ संकेत : (i) की मदद लीजिये ] 
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8. (i) 


(b+ c:—atanA=(0Fa—b)tanB 
= (a+ b2— c?)tanC 


A B 
(ii) (6--с—а) tang = (c+a— ०) 875 


A B С 
(iii) (s—a tan - = (e—b)tan— =(s—0)tan-,- 


-(७+0-० апо. 


` 


9. a(sinB—sinC)+b(sinC— sinA)-+c(sinA—sinB)=0 


(625, 63А, 675; H.S, 625) 


10. a?(sin?B—sin?C)-- b%(sinzC—sin*A) 


-Fc"(sin?A— sin2B)=0 


11. a'(cos!B—cos?C) 4-४१ ००४१९ -- ००४१८) 


12. @ 
(id) 
(ii) 


(iv) 


arpia. C C 

13. c= арусон प +(a+ b)?sin?—— 
A 

14. bc cost S+ cacos 3. -Fabcos? 2 ठ 


1 
ыы ш). -- созї-э—---1. cos? 2 д cos" С. = 


(ii) 


CC-0.Panini Kanya Maha Vidyalaya Collection. 


+ c?(cos?A —cos?B)=0 
tanB ७१--0८--0 
tanC ७-65. ७ (585) 


sin(B—C) — с? 
sin(B FC) 7 a2 | 


с sin(A—B) 02—02 
b sin(C— A) oa? 


1+ соз(А—В)созС _ ५१-0१ 
1--cos(A—C)cosB 3 ate 


C 


8° 


C 
2 


260 --200--266--07-?717९. 
4abc ! 


А 
لدي‎ + — sin? Se 


16. 


17. 


18. 


19. 


20. 


21. 


22. 


23. 
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C B A C 
| —— r. سے‎ Ll = 
bcos 2 -Еосо5 2 ==сС05 2 -Facos 2 


=ас052 Bi +bco ‘> न 


(8. U. Pre 61) 
asin(B —C) bsin(C—A) csin(A—B) 


ba—c? с2—а? a—b 


Wa नक +B) =F oir 
(R. U. 65А; B. U. 67А; S S. 705) 


(ii) tan( 2 +B) ran > 


: А B\_ С 
(i) (abo) (tan tanzi ) 52 cot 2 


i B СШ A 
(ii) (8+०-०)( cot -Fcot 7-)=20 сої 7 


(B. U. 57A; Pre 62) 
6 b sinC 
A = g+b+c 
cot ОП 4-сої 2 
А HSS СЫ о 
cot-> соќ Гас = 5 
a+b to? 


(i) cotA+cotB+cotC=— A 


००5० 42-4-0240 
6 ер 2abc 


š cosA , cosB 
(ii) र्ता ta 
C 
соге +०/भ>-+%०ु 
ya (+ 2 लठ 
(iii) -gapopo соїА++со!В+С0 


В ш 11А 
G) — 07 = ह (11А) 
(64А) 


(ii) b?sin2C+ csin2B=2bo sinA=4A 
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24. 
25. 


26. 
27. 
28. 


29, 


30. 


31. 


32. 


33. 


34. 


35. 


asinBsinC+bsinCsinA +esinAsiaB=3 A/R 
(азїп А +bsinB +- сѕіоС)? 
= (@%#-{-5%--о?)(51п°А -- 8179 + sin*C) 
асоѕА +bcosBcos2C+ccosCcos2B=0 
(b—ct)cos2A+ (c?—a?)cos2B + (a?—b?)cos2C=0 
(ü) (07— с2)сог:А + (७१-6१ ९००1४ + (а2—Ъ°)со{С=0 
(Р. U. 454): 


(ii) ( ००४५ + с в+@ osC=0 


(R. U. Pre 680) 
b—c A 8 
भ сов! + foo +20 os =0 
(55А, 568) 
А . | 
(b—o)cot->- +e—a)cot -Z =0 


(P. U. 44S, 554; S. 5. 68) 
s cos(C--=|3)=b*--ce*—2bc cos(A 7/3) 
=о%--а4—2са cos(B+7/3) 


COSA 
® _cosB, b соѕС е 
а be Б яг са चता Eo 


a(cosBcosC --cosA)=b(cosCcosA +cosB) 


=c(cosAcosB--cosC) 


a"sin(B—C) b'sin(C—A)  esin(A—B) 
A sinB sinC 
а sin(B—C) 4-53 sin(C— A) e3 sin(A—B)=0 


(Н. S. 63А; В 5) | 


श्र # 
wa 
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36. 


37. 


:38. 


539. 


- 40, 


41. 


- 42. 


- 43. 


` 44. 
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: A. B-C 
а sing sin “ing sno 


. С, А-В 
+e sin—sin 2 


а?зїп(В—С) bisin(C—A) c'sin(A—B) 0 
sinB+sinC TsinC+sinA ° sinA-+sinB 


(P.U. 48А; B.U. 51А; Pre 64А; R.U. 68A) 


=0 


b2— c? Of ab  _ 
соѕВ +cosC FeosCFEcosA + cosA-FcosB о. 
(B.U. Pre 60S) 

A B C 
tanî tant алза 
an 2 tan > tan 2 

a 9 6 
NT) | 
A B C 
tan— tan (87-57 टली 


(a—b) (४-०) a 10-0) (=a) ау 00а) (00) (=) А 


किसी A में यदि a=? 4-1 ७=£ + ०= 


क 
तो सिद्ध कीजिये вде (टप +5) 
यदि а у= VAF, o= МН, 


[ES CEO Ey) 
तो सिद्ध कीजिये कि — = म 


я abo 
| संकेत =2R 2A 


sinA 


यदि ४+०=2 Mag तो सिद्ध कीजिये कि А=60°. 


Атав о 
n 
(P.U. 545) 
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45. किसी A में G) यदि A=2B तो सिद्ध कीजिये कि 
या तो ०=४ या ५*=४(०+४) (B.U. 544; S.S, 584, 705), | 
संकेत : दोनों तरफ 5ш लीजिये] 


(i) यदि А=3В, तो सिद्ध कोजिये कि sinB=} [а 


(iii) यदि ७320 और A=3B तो साबित कीजिये कि 0-60९ 


(iv) यदि sin2B+sin2C = sin2A तो साबित कीजिये कि चाहे 
B=90° या 0-90", 
46. यदि 8-60 तो साबित कीजिये कि 


sinA—sinC ९056 
cosC—cosA ` sinB (P.U. 585): 


47. किसी A ABC में, साबित कीजिये कि 


(1) tan 2 a) cot जहा कि tan = b 


A ab 
(ii) c=(a—b) sec जहाँ कि апв= 2797. 


(iii) c=(a+b) sing जहाँ कि cosg=2 ८७७ 


š C C 
(iv) e=(a—b)cos-—sec0 जहाँ कि या 7 


. € 
(v) c=(a+b) sin— sec जहाँ कि tang— agi 2 


[संकेत : 6१--८१-)-३१-_ 268 ००50 


to cos S +a) 


—2ab( cos = -sint ( 


=(a—b)’cos? —-+(a+b)’sin? 


C д | 
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д sinA _sinB _ sinC 
48. 0) यदि चा Ш तो सिद्ध कीजिये कि cosc= —1: 


Gi) यदि- A. HEE _ SiC तो सिद्ध कीजिये कि 
12157! Oza wan 
(iii) यदि b+c : c+a : ०+-४=4 : 5: 6, तो साबित कीजिये किः 


COSA : ०0058 : cosC=—?7 : 11: 13 और सबसे बड़ा कोण 
निकालिये। 


(iv) af SSA cB SC साबित कीजिये कि A ABC 
एक समत्रिबाहु А ё! (H. S. 61A): 
49. किसी & के RZ їй सावित कीजिये कि, 
6२०१-७१, са=1#—?, ०७२७-४४. 


50. किसी AABC में, 
(i) यदि ०+०=2४ हो, तो साबित कीजिये कि 


tan Atan S=; (В. U. 53А), 
.. B C 
(ii) यदि b+c=3a हो, तो साबित कीजिये कि 001-5 ००४-५=2 
(718). 


51. यदि созА= 218 हो तो साबित कीजिये कि A समद्विबाहु 61 


(В. U. Pre 60А; R. U. Pre 638, 685) 
52. किसी त्रिभुज में उनके दो कोणों का cosine यदि अपने सम्मुख की 
भुजाओं का अनुपाती (proportional) हो, तो सिद्ध कीजिये कि 
fags समद्विबाहु है | 
53. यदि cosA-F2cosC : cosA+2cosB=sinB :sinC हो, तो 
` सावित कीजिये कि A या तो «б या समकोणीय है। 
54. यदि (८१+ bajsin(A—B)(a?—bf)sinfA +В) हो, तो साबित 
कीजिये कि A या तो समद्विबाहु या समकोणीय है। 
(P. U. 52А, 54А; В. U. 615; H. S, 66А), 
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55.. qfzatanA+b tanB=(a+b)tanł(A+B) हो, तो साबित 
कीजिये कि A समद्विबाहु है | 


(P. U. 53А; B. U. 564; Bhag. Pre 62; R. U. 674) 


[हल : दिये हुए सम्बन्ध से, 
a tanA+btanB=a tanğ(A+ B) +Û їап1(А-ЕВ) 
या a tan A—a tang(A--B)=b tanğ(A-+ B)—D tanB 
sinA А+) E sinB ] 
Е соѕ2(А +B) cos}(A--B) 009 
ре a сола) 
€ соѕАсо52(А +В) 
51п2(А + В).соѕ5В — со5(А +B) “з 
cosB.cosi (A +В) 
sin{A—4(A+ B)} ь%її(ї(А-ЕВ)—В} 


cosAcos3(A--B) cosB.cosh A +B) 


2RsinB.sin Ав 


IT a 


2RsinA. 502—8 В 
COSA = cosB 
( cos TB #0) 


AT 


A-B 


या tanA.sin 28 —tanB.sin 5 


AT अ (tanA—tanB)=0 
अतः A=B .:. त्रिभुज समद्विवाहु है। ] 
56. यदि a сова С осот == ग्रे, तो साबित 
a+c=2b (P. U. 41А, 525; B: U 104) 
57. यदि sina sinC=sin(A—B) : sin(B—C) हो. तो a 
कीजिए कि a с2—7Ь2 | 
y. рев? | 
(Р. U. 50А; В. U. 55А; М. U: [| 
[हल : दिया हुआ है कि 


sinA_sin(A—B) 
sinG =sin(B—C) 
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61. 
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लेकिन sinA=sin(180°—(B+C))=sin(B+C) 

इसो प्रकार sinC=sin(A +B) 


. Sin(B+C) sin(A-B) 
°° sin(AFB) sin(B—C) 


या sin(BFC).sin(B—C)=sin(A-+B).sin(A—B) 


या sinB—sin‘C=sinA—sin?B (1) 


а b 6 
लेकिन SRA आता me 


° MASA णल 
Нк भं = дт ; sinB =F , SinC=>R 


अतः (1) से 
b? ८? a? ba 
ТЕЗ АЙЕ САКЕ कू 
या 8१-- ८१८८ 6-- 9* <. 202--०5--63 ] 
यदि соѕА +2cosB-+-cosC=2 हो, तो साबित कोजिये कि 
a+c=2b 


यदि हो, तो सिद्ध कीजिये कि 


sing tsin? 5 2i7 (B.U. Pre 63A, 714) 
किसी AABC में साबित कीजिए कि 
(i) sin?2A+sin2B+sin2C= AIRS 
(ii) acosA--bcosB -ccosC=4RsinAsinBsinC=2A/R: 
(їп). acos(B—C)--bcos(C—A)+cecos(A—B) 
= 2(асоѕА +-0с05В +сс05С) 


asinA+bsinBkcsinC _ К BAA SIA 
acosA-FbcosB +-ccosC dia ) 


a’cotA-FbcotB-ecotlC=4A 
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63. 


64. 
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cosBcosC  cosCcosA FE CB sin’A 
(CUSSION п स्य 


——. 


р ЕГ ca ай की | 

यदि किसी AS परिकेन्द्र (circum-centre) से BC, CA तथा AB 
भुजाओं पर खींचे गये लम्बों की लम्बाइयाँ क्रमशः <, 8, 7 हो वो 
साबित कीजिये कि 
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अध्याय १३ 
ऊचाई और दूरी 


HEIGHTS AND DISTANCES 


18.1. त्रिकोणमिति का अत्यन्त उपयोगी व्यावहारिक प्रयोग (Practical 
applications) मीनार, को ठियों, पहाड़ों की ऊंचाई, नदियों की चौड़ाई इत्यादि 
के, बिना उनको वस्तुतः नापे हुये, निर्धारण (determination) करने में है | 
वास्तव में निरोक्षण तथा नाप द्वारा सामग्रियां (data) MA की जाती ë| 
सामग्रियों को प्राप्त करने में निरीक्षण यन्त्रों का सहारा अवश्य लेना पड़ता है 1 
कोणों की माप के लिए दो यन्त्रों का विशेष व्यवहार होता है। इनके नाम 
Theodolite और Sextant हैं। साधारण प्रयोग में Theodolite ही काम 
आता ё और Sextant से समुद्र में जहाजी लोग काम लेते Š | हम मान लेंगे 
कि एक दशंक, दो प्रत्यक्ष मिलाने वालो सरल रेखा से बने अपने नत्र पर के कोण 
को उपयु क्त यन्त्रों द्वारा नाप सकता है । . 

दो कोण त्रिकोणमिति के व्यावहारिक प्रयोगों में बहुत आते हैं भौर उनको 
परिभाषा इस तरह की जाती है। 

क्षैतिज तल (horizontal plane) के साथ दूरस्थ वस्तु तथा दर्शक के नेत्र 
को मिलानेवाली रेखा से बने कोण को 

(i) इसका उन्नति कोण (Angle of Elevation) कहते हैं जब कि वस्तु 
'दशक के ऊपर हो | 

(ii) इसका अवनति कोण (Angle of Depression) कहते हैं जब कि वस्तु 
दशक से नीचे हो । 


р 0 


2 „Р 
इस प्रकार अगर O दर्शक का नेत्र हो, 0 से ОН क्षंतिज तल और P 
Ya दशित बिन्दु हो तो (चित्र 1) НОР, Р का उन्नति RIT है तथा 
(चित्र 2) में / HOP, P का अवनति कोण है। 


CC-0.Panini Kanya Maha Vidyalaya Collection. 


972, Digitized by Arya saNew School TEA он 

यह स्पष्ट है कि किसी बिन्दु A के लिहाजन, В का उन्नति कोण Bš 1 

लिहाजन से बिन्दु А के झवनति कोण के वराबर होगा 1 
साधित उदाहरण 


Ех. 1. The angle of elevation of the top оў а tower as observ] 
Jrom a place 100 ft. distant from the foot of the tower 18609, Fin 
the height of the tower. 


एक मीनार को जड़ से 100 फोट की दूरी पर स्थित एक स्थान से ч 
सिरे का उन्नति कोण 60° है । तो मीनार को ऊंचाई कितनी है? 


У मान लिया कि АВ एक मीनार को मुषित 


करता है और उसकी जड़ के बिन्दु & मे | 
फीट की दूरी पर C वह स्थान है जहाँ पे | 
h का उन्नति कोण 60° š! 


~. AC=100 फीट भौर / ВСА=@ 


मान लिया कि АВ=/. 


A अब समकोण त्रिभुज ABC से 
c 23 A 
AB 
o 
tan60° = АС 
h 
a E 
या 3= जत 
6 h= 100/3 


со 172132 (970 


> 
Ex. 2. From the top of a hill 250 ft. above the d dir 
angle of depression of а boat is observed to be 80°; iin x 
tance of the boat from the foot of the hill. 
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एक чач को चोटी से जिसको ऊ चाई समुद्र की सतह से 250 फीट है, एक 


नाव का अवनति कोण 30° है | तो नाव को दूरी पवत को जड़ से कितनी है, 
निकालिये । 


मान लिया कि АВ क पहाड़ी 
है, जिसकी ऊचाई 250 फोट है H . 
अर्थात्‌ AB=250 फीट | 

मान लिया C नाव की स्थिति 
है जिसके सिरा का B से अवनति 
कोण 30° है ; 


अर्थात्‌ / НВС 30° 


za / ВСА = 307 (°° HB CA) 
मान लिया कि AC=2. 
аа समकोण त्रिभुज ABC से, 


द 2=2504/3 फीट। 


Ex. 3, Find the length of the shadow cast by G iree 40 ft. high 
when the rays of the sun make an angle of 15° with the ground . 

जब सूर्य की किरणें जमीन से 15° का कोण बनाती है तो उस समय 40 
फोट लम्बे वृक्ष को छाया की लम्बाई मालूस करो । 


š үч! कि АВ पेड़ की : B. 
फोट | 40 


मान लिया कि पेड़ से अन्तः a Г 
होकर जो सूर्य की किरणें ० ` 
आती हैं वे जमीन से / BCA=15° बनाती Š! 


è 
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मान लिया छाया की लम्बाई AC=2. 
तब त्रिभुज ABC से 


tanis O 
x 


या Jl ж 


1 
0(/3+1]) 40G/3+1)(V/3+1) 


z=— T= 


3-1. (V3—1)(V3-H1) 
4 
- کد‎ Еа v3) 
=40х 3°732—= 149۰28 फीट (लगभग) 

Ех, 4. The angles of elevation of а tower, when observed from 
two places due east of it, are found to be 60° and 30°, If the two 
places be 100 ft. apart, find the height of the tower, 

(51S, 535, 555, 6%) 

е किसी मौनार के शिखर का उन्नति कोण इसके ठीक पुरब के दो स्थां 

देखे जाने पर क्रमश: 60° और 30° है । यदि दोनों स्थानों की दूरी 100 ЧЕ 
हो, तो मोनार की ऊँचाई बताइये । 


मान लिया कि АВ एक मोनार है 

В तथा? और О दो स्थान है जो मीनार 
से ठोक पूरब में है। दिया हुआ हैंड | 

h PQ=100 फोट | | 


मान लिया स्थान ?और ९५६ | 
Р. ibo Q > A मीनार का उन्नति कोण क्रमशः 2 | 
और 60° है। 
`+ ~BPA=30° और / BQA=60° 

मान लिया कि АВ= और ९५२८ 


AB 
अब tan609=- ~= 
0 QA 
या Мз 
2 


ot 2 == /९/३ 
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AB 
tan 30°= 
और an 30 A 
ke 5 
या V3 1002 
या 1004 ४--५/३४ 


h E \/ЗЬ, (1 
т 10+-5-=узь()й 


ат ॥(४३--३३)100 


28 _ 
या S =100 
- h=50//3 फीट | 


सोट :-(1) से z=h / 3= 50۷3| ۷30 फीट 1 
Ех. 5. An observer on the top of a cliff 200 ft. above the sea- 
level finds the angles of depression of two ships at anchor to be 45° 


“and 30° respectively; find the distance between the ships. (44S) 


एक पहाड़ी की चोटी से जो समुद्र की सतह से 200 फीट ऊ चा है, एक 


दर्शक दो जहाजों का जो लंगर डाळे हुए है, अवनति कोण क्रमशः 45° और 30° 


पाता है । तो उन दोनों ज हाजों के बीच को दूरी क्या ë ? 


मान लिया कि АВ एक चाटी है à 
और ? और Q दो स्थान है जहाँ जहाज ~, 
छगर डाले हुए है | _-— - — = — - -Z#IB 
दिय š 
1हुआ है कि oo 
AB=200 फोट i ` 


सान लिया कि चोटी के सिरा š P 


और О का अवनति कोण क्रमशः 30° х & A 
और 45° 8 | 2 7 


2. /_BPA=30° और / BQA=45° 
मान लिया कि РО= और ОА=у 
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AB 
अल tan 45° QA 
_2% 
या ЕЗ y 
ДУ у=200 (i 
о_ AB 
और tan 30 у 
1 200 
या 3 +y 
е या - z+y=200y3 
at  »+200=200v3, (1) से 
З-Д 2=200(4/3—1) 


= 200 :732=146°4 फीट (लगभग) 

Ех. 6. The angle subtended by a vertical tower at a point 
the level ground is <. On approaching d ft. towards the tower, lit | 
angle of elevation becomes B. Show that the height of the low | 


d sinx sinf 


sin (8--«) | 
सतह के किसी बिन्दु से एक मीनार का उन्नति कोण < है। मीनार की तरण | 


d फोट चले जाने पर भीनार का उन्नति कोण 8 हो जाता है। तो पालि | 
कीजिये कि मीनार की ऊ चाई 


sin(B—x) | 
9 मान लिया कि АВ एक मीनार ë T 
B बरे 
WA बिन्दु Р पर कोण < बनाता हैं! al 
मीनार की ओर ४ दूरी ЫЙ l 
h Q मिलता है जहाँ मीता” | 
बनाता है । | 


मान लिया मीनार की ऊँचाई 
AB=} तथा QA=z. 
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| अब A BQA से anf = 
अर्थात x= hcotB el) 
À 
तथा A BPA से tan« = ЕЕ 


अर्थात्‌ d-+z=hcot< ...)2( 
(1) को (2) से घटाने पर 
d= hcotx—hcotÊ = h(cotx—cotf) 


=: (s =) sin ĝcosx—sin4cosĝ 
sinx sinB ( sin<.sin8 


psin(B—*) 

 sinx.sinB 

d sinx sing 

sin (B— 

| Ex. 7. From the foot of а post, the elevation of a tower 18 

` 43° and from the top of the post which із 40 ft. high, the elevation 

| 45 302; find the height and the distanse of the tower from the post 

x (Н. 5. 625) 

एक पोस्ट की जड़ से एक सीनार का उन्नति कोण 45° है और पोस्ट के 

ОЮЎ से जो 40 फीट ऊँचा है उन्नति कोण 30" है । तो मीनार को ऊ चाई 

` कितनी है तथ पोस्ट से उसको दूरी क्या है? 
मान लिया कि РО एक खम्भा है और 

АВ एक मीनार है। QB को मिलाया। 

P से PR, QB के समानान्तर खींचा | 
दिया हुआ है कि ?९=40 फीट। 


' मानलिया कि? और 0 से मीनार के 
_ सिरा А का उन्नति कोण क्रमशः 30° और £ 
dsos, 
| 
| 


h= 


2. APR = 30° और L АОВ=45 
मान लिया AB=h और ९७०४ 


AB 
अब tan 45° = QB 
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1 


या i= = 


Sis 2=1, ala 


AR 
OMS 
और tan 30 =R 


AB—RB AB—PQ 


SOB” - OBH 

TOA 

УЗ = 

ч!) ४ = //ЗЬ—40\/3 

ar h=v3h— 404/3, (i) से 

ar h(V3—1)=40v3 

५ ४२0४3 40v3 V3+1_40V3(v3+)) 

VIII VFI "ळ्या 

=60--20v/3 

=60+20 x 1'732 

=60--34:64—94:64 फोट | (लगभग) 

; F “8. The elevation of a hill from a point P due еді il 

кн at a place Q due south of P, the elevation is 80°. Ifike | 
Q be 400 yds, find the height of the ill. (108 | 


“z एक पहाड़ी का उन्नति कोण इसके ठोक पूरब के एक स्थान P से gt 
P से ठोक दक्षिण के एक स्थान 0 से 30" है । यदि ९0 की दूरी 40४ 
है तो पहाड़ी को ऊँचाई निकालिये। | 


मान लिया कि AB एक पहाड़ी हैं बी. 
बिन्दु P, AB के ठीक पुरव में है और ५ | 
Q, ? के ठीक दक्षिण में है। दिया हा I 
PQ=400 गज। BQ को मिलाया, | 
AB, BQ पर लम्ब है। 


1 
मान लिया कि ? और Q ve | 
उन्नतिकोण क्रमश: 45° और 30 ' il 


'./_АРВ=45° और LA 


मान लिपा AB= h, Bp=z बौर | 
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AB 
о. 
अब, {ап45°= BP | 
h 
या 1 іг 
za т=Ь 
F AB 
(u 
फिर, tan30 छठ 
уне 
या М3 ४ 
.. y=v3b 


अब, समकोण त्रिभुज 8९0 से, 


या 
या 


BQ?= BP! PQ? 
y= 4-400 


279 


...1( 


(2) 


зһ k+ 400°, (1) और (2) से 


25१4009 
२०28400 


h=200 V2 गज | 


Ex. 9. The elevation of the hill from a place P due west of it 
is 60° and at a place Q due south of it is 30°. If the height of the 


hill be 200 ft., find the distance PQ. 


एक पहाड़ी का उन्तति कोण इसके ठोक पश्चिम 
है और ठीक इसके दक्षिण के एक स्थान 0 से :0 


200 फीट हो तो PQ को gû निकालिय | 
मान लिया कि АВ पहाड़ी को 


ऊंचाई ( =200 फीट) है और 4 


उसका शिखर है। 


तल में ? ओर Q 


दो अभीष्ट बिन्दु है, इस तरह से कि 
2 APB=60° और / АОВ=30°. P 
ч BQ और BP क्रमशः दक्षिण और पश्चिम दिशाय निरूपित करती हैं 


/-РВО=90°. 


के एक स्थान P से 60° 
है। यदि पहाड़ी की ऊ चाई 


-A 


Pee. ° 


© 
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मान लिया PB=z और BQ=y 


AB 200 
a 0 ا‎ м — = 
а tan 60 PB AT 3 Pa 


5 v3 
| AB 15 200 . ' 
अब समकोण त्रिभुज PBQ से 
PO?—PB34-BO?—23--4? 


200? 
-3 ۳200.3 


=200: ( +-+3)=20010 


PQ=200 22 = 365 फीट (लगभग) 


Ех. 10. At the foot of a mountain, the elevation of its summil 
їз found to be 45°. After ascending 100 ft. towards the mountain 


on a slope of 30°, the angle of elevati о. And lk 
altitude of the mountain. gte of elevation ००००५११0५७ 


किसी पहाड़ के नीचे जहाँ पहाड़ का ढाल खत्म होता है, उसका ha 5° 
का उन्नति कोण बनाता है। पहाड़ के शिखर की ओर 30° के चढ़ाव पर 100 


फोट चलन पर उसका शिखर 60° mr उन्नति कोण बनाता है | а | 
ऊ चाई मालूम करो 1 


A मान लिया АВ एक पवत है और? | 
वह स्थान है जहाँ से उसके सिरे का उत्त 
कोण 45° है अर्थात्‌ / 4703-45” 

मान लिया कि p से 30° के चढ़ाव | 

R "हाइ की ओर 100 फीट जानें पर स | 

Q मिलता है। Q से QR 2% | 

समानान्तर खींचा और QS, РВ © | 


लम्ब खींचा | 
भान लिया АВ} और PB=2 


अंब, tandso AB 
PB 
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| 
| या Та 
x 
Z= ... (i) 
और, sin30?— 55 
2 100 
К 08-50 
अर्धात्‌ ЕВ=50 
o— PS 
तथा ००५१0 PQ 
= МЗ _ PS 
i 2 100 
2, Р5— 504/3 ... (i) 
अतः AR=AB—RB 
=h—50 
x और QR=SB 
| =PB—PS 
Gi) और Gi) से 
f AR 
4 be 
| फिर 18160 =Q 
h—50 
| या УЗ з 
| b һ—50=\/3Ь—150 
| Oe 1 
| ©. ja 73-1 =50(V3+1) 
| —136:6 फीट (लगभग) 


Ex. 11. A flagstaff stands on a tower. The top of the flagstaff 
| subtends an angle of 45° at a place 100 ft. away from the foot of 
| the tower and the top of the tower subtends an angle of 30? at the 
; 


eame place. Find the height of the flagstaff. 
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एक मीनार पर ध्वजदंड खड़ा है। आधार से 100 फीट की दूरी पर स्थित 
एक बिन्दु पर ध्वजदंड की चोटी 45° का कोण बनाती है और उसी स्थात पर 
मोनार 30° का कोण बनाता है, तो ध्वजदंड की ऊँचाई निकालिये 1 


А मान लिया ОВ एक मीनार है और AQ एक 


A ध्वजदंड है जो QB पर खड़ा है। मान लिया कि 


@ P वह विन्दु है जिससे कि PB=100 फीट और 


у जहाँ से A और ९ का उन्नति कोण क्रमशः 45" 
र 30° है। 

Р Бе R भौर 30° है 

- /.APB=45° और / QPB=30° 

मान लिया कि АО=х और ОВ=у 


B 
अव  tan30°= -QB 
an30 PB 


या g. 
4/3 100 
* у=100/\/3 
फिर tandso АВ. 
PB 
या 1-- 1४ 
100 
ат 2+9=100 
100 
या —ж= 
*+- =100 
2=100- 100. 


=100(/3—1)_ 100у/3(у/3—1) 
NAG 3 


200-073 8 шеш 


=42:2 फोट (लगभग) 


. CC-0.Panini Капуа Maha Vidyalaya Collection. 


Digitized by Arya Sam Me Chennai and eGangotri 
eights and Distances 283: 
Ex. 12. The angle of elevation of the top of an unfinished 
tower at а point distant ‘a’ ft. from its base із B; how much 


higher must the tower be raised so that its angle of elevation at the 
same point may be x. 


किसी अधूरे बुजं का शिर एक बिन्दु पर जो उसके आधार से ८ फोट की 
इरी पर है, В का उन्नति कोण बनाता है । बतलाइये कि बुज कितना ऊँचा 
और उठाया जाय कि वह उसी बिन्दु पर < का उन्नति कोण बताये | 
मान लिया AB एक अधूरा बुज है जो 
Р बिन्दु पर कोण बनाता है भर्थात्‌ 
/ ВРА = В. 
मान लिया कि АВ को C बिन्दु 
तक ऊपर उठाया गया है जिससे कि . 
/ CPA =<. 


मान लिया कि BC=< तो 2 का मान А 
निकालना है। दिया हुआ है कि АР=о. \\ 
मान लिया कि AB=h. 


रैक W ко 


अब A ВРА से, tan = 
Сед Ь=а tan В (р) 


फिर ACPA से, tanx = 


Я Һа = 6 tani ©) 
(1) को (2) से घटाने पर 


z=a(tan<—tanB' 


sinx sinB 
(сс 0058 


аѕіп(« — В) 
= ७६५००५४ ` 
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Ex, 13. A vertical flagstaff 20 Jt. high fixed to the top of a 
temple 10 fi. high and the temple subtend equal angles at a place 
situated in the plane of the base of the temple. Find the distance of 
the place from the temple. 

एक 10 फीट ऊचे मन्दिर पर एक ध्वजदंड खड़ा है जिसकी ऊ चाई 20 फोट 
है। मन्दिर जिस सतह पर है उस सतह में किसी एक बिन्दु पर मंदिर और 
उचजदंड दोनों बराबर कोण बनाते है', तो मंदिर से उस स्यान को दूरी कया है! 


A मान लिया ОВ मन्दिर है और АО एक 
ध्वजदंड है जो ОВ पर खड़ा है | 
दिया हुआ है कि 
4 AQ=20 फीट और QB = 10 फीट। 
А मान लिया Р वह बिन्दु है जहाँ AQ और 
A io" ОВ बराबर कोण (= 0) वनाता है। 


2 © г. /-ОРВ=в और / АРО=# 
मान लिया PB=z. 
अब ДАРВ में, चूंकि PQ, / АРВ को समद्विभाग करता है, 
. = 10 1 
“APTI ..АР=2» 
फिर AB?+PB?= Apa 
é 302-22 = 4५29 
या 343% या ४१- 300 
2=10у3=17:32 फीट (लगभग) 
З а WA Two pillars stand on either side of a roadway which 
ү, pa к The angles of elevation of one as observed јот 
бо YA l IA ta double of that of the second and Щщ 9 
Cn roadway between ihe pillars, the elevation 
Piementary; find their heights. 
£ r 20 सड़क के दोनों ओर दो स्तम्भ खड़े है । एक स्तर 
उचि कग y ым की जड़ से जितना होता है उसका दूसरे स्तम्भ का 
s: $ ले इुगना होता है तथा सड़क के बीच में «тей 
ण पुरक है। तो उनकी ऊ चाई निकालिये | 
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मान लिया АВ और РО दो स्तम्भ हैं | 


Q- во’ M 6० `В 


मान लिया B से P का उन्नति कोण 8 है, इसलिए О से А का उन्नत 
कोण 26 हुआ। 


अर्थात्‌ / РВО=0 और/ АОВ=26. 


फिर, मान लिया ОВ के मध्यबिन्दु М से P का उन्नति कोण < ё, इसलिए 
M से 4 का उन्नति कोण 909—< होगा | 


दिया हुआ है ОВ=120 फीट । 
र QM=60=MB. 
मान लिया A8=2 और PQ=y 
अव प्रश्‍न के पहले हिस्से से हम पाते हैं, 


PRUVAR 
tand=720 
2 
और tan20= 777 
2. 150 
2tan0 

लेकिन ३०20 = an = (2, aj 
120/ - 

š 2 22 240у $ 
9 {50 DO f (1 
फिर प्रश्न के दूसरे हिस्से से हम पाते हैं 

` y 
tan «=o 
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x 
या сої&= 60 
60 т. 
7 
609 : 
3 s=% 0) 


жа, (1) और (2) से 


60% __240у 
12047 120®#— у 


84 
п у ~ 1203— y? 
या ४४१-<120१--2* 
या 92 = 120१ 
या 3४120 °. ५४८40 फीट 
2 
तथा (2) से, a= 0و‎ | 
EKAMPLE 17 


1. The angle of elevation of the top of a hill from а place 


at a distance of 100 ft. from the foot of the mountain 
30°, find the height of the hill. 

एक पवत की जड़ से 100 फीट की दूरी पर स्थित एक स्थात से हा 
पर उसका उन्नति कोण 30° है, तो чат की ऊँचाई कितनी दै! 


Find the length of the shadow cast by a tree 40 ft. hig? 


When the rays of the sun make an angle of 60° wi 
ground. 


е किरणें 40 \ 
जब सूय की किरणें जमीन से 60° का कोण बनाती हैं तो उस | 1 
“फीट लम्बे वृक्ष की छाया को लम्बाई मालूम करो | | 


, 
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From the top of the hill which is 300 ft. above the sea- 
level, the angle of depression of a boat is observed to be 
15°, find the distance of the bcat from the foot of the hill. 


किसी पहाड़ की चोटी से, जो समुद्र की सतह से 300 फीट ऊंचा है, एक 
नाव का अवनति कोण 15° देखा गया है, तो पहाड़ की जड़ से नाव की 
दूरी क्या है ? 

What is the angle of elevation of the sun when the length 


of the shadow of a pole is 4/३ times the height of the 
pole. 


यदि किसी खम्भे की छाया की लम्बाई उसकी ऊंचाई की 4/3 गुनी हो तो 
सूर्य का उन्नति कोण मालूम करो | 

A man ó ft. high observes that the angle of elevation of 
the top of a temple is 30°, Ifthe man be at a distance of 
45 ft. from the temple, find the height of the temple. 

(45A) 
एक आदमी जो 6 फोट लम्बा है देखता है कि एक मन्दिर के सिरा का 
उन्नति कोण 30" है। यदि आदमी की दूरी मन्दिर से 45 फीट हो, तो 
मन्दिर की ऊंचाई निकालिये। 

The eJevation of the top ofa tower from the level ground 

is found to be 45"; when a portion of it falls down, the 

elevation of the top of the remainder is reduced to 30°. If 
the observer Ee 150 ft. from the tower, find the length of 
the portion fell down. (4ЗА) 

एक मीनार का उन्नति कोण समतल के कसी बिन्दु से 45" है। जब 
इसका ऊपर का कुछ हिस्सा गिर जाता है तो बचे हुए मीनार का उन्नति 
कोण 30° ë | यदि दशक की दूरी मीनार से 150 फीट हो, तो जो हिस्सा 
गिरा उसकी लम्बाई निकालिये। 

The angle of elevation of the top of an unfinished tower 
at a point distant 80 ft. from the base is 45°. How much 
higher must the tower be raised so that the angle of eleva- 
tion at the same point may be 60“. (485, 61А) 


किसी एक अधरे मीनार का उन्नति कोण इसके आधार से 80 फोट की 
दूरी रए स्थान से 45° है। मीनार को भोर कितना ऊपर उठया 
जाये.कि उस स्थान से उसका उन्नति कोण 60° हो जाये । 
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A statue 100 ft. high stands on the top of a column 20 ñ. 
high. Find the angle which the statue subtends at a point 
40 ft. from the base of the column and in the same horj- 
zontal line. (47 А) 


20 फोट ऊँचे एक स्तम्भ पर एक मूत्ति खड़ी है जिसकी ऊंचाई 100 फीट 
है। वह मूर्ति स्तम्भ की जड़ से 40 फीट की दूरी पर कौन सा कोण 
बनाती है, निकालिये 1 


(i) The upper part of а tall tree, on being broken by a. 
blast of wind, makes an angle of 30° with the ground at 
a distance of 25 ft. from the foot of the tree. Find the 
original height of the tree. (645, 679). 


एक पेड़ का ऊपरी हिस्सा, आँधी से टूट कर 25 फीट की दूरी पर 30 के 
कोण पर भूमि को छता है। पेड़ को पहली ऊचाई बतलाइये। 


(ii) The upper part of a bamboo tree, on being broken by 
a blast of wind makes an angle of 75° with the ground at 
a distance of 50 ft. from the foot of the tree. Find out 
the original height of the tree. 


एक बाँस के पेड़ का ऊपरी हिस्सा आँधी से टूट कर 50 फीट की दूरी 
75° के कोण पर भूमि को жат है, तो पेड़ की पहले वाली ऊँचाई 
बताइये 1 


The angles of elevation of a tower at two places due a 
of it and 100 ft. apart are 45° and 60°; find the height ९ 
the tower. 


एक मीनार का उन्नति कोण दो स्थानों से जो इसके ठीक पूरब में है | 


жиш: 45° और 60° है। यद्रि दोनों स्थानों की दूरी 100 फीट ही, © 
मीनार की ऊँचाई निकालिये। Rss 


The angle of elevation of the top of a pillar, Wa ya | 
77९6 from two places due west of it, are found to be | | 
and 30° respectively. If the two places be 200 ft i | 
find the heighi of the pillar. i а 


किसी स्तम्भ के शिखर का उन्नति कोण, ठीक इसके पश्चिम के दी 

за | 7 ; (0 { 
से देले जाने पर क्रमशः 45° और 309 है; यदि दोनों स्थानों की दूर | | 
फीट हो तो शिखर की ऊँचाई बताइये । ° ; 
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12. Ata certain point the angle of elevation of a church spire,. 


13 


14. 


15. 


16 


which stands on a horizontal plane is 45°; on walking. 
10) ft. towards the spire the angle of elevation becomes. 
60°. Find the height of the church spire. 
किसी ब्रिन्दु पर एक गिरजे के गुम्वज का, जो क्षेतिज तल पर खड़ा है,. 
उन्नति कोण 45° है। गुम्वज की तरफ 100 फीट जाने पर उन्नति कोण 
60° हो जाता है । गुम्त्रज की ऊंचाई निकालिये । 
Find the height of a tower when it is found that оп walk- 
ing 80 ft. towards it along a horizontal line through its- 
base, the angular elevation of its top changes from 30° 
to 60°. ` (484) 
मीनार की ऊँचाई निकालिये जव करिसी ब्रिन्दु से इसके आधार की तरफ 
एक क्षैतिज रेखा में 80 फीट जाने पर उन्नति कोण 30° से बदल कर 607 
हो जाता है | 
(ü) Find the height of a chimney when it is found that on: 
walking 250 ft. towards it in а straight line through its 
base, the angular elevation changes from 45° to 75°. (56S) 
{चमनी की तरफ 250 फीट चलने पर इसका उन्नति कोण 45? से 75° हो 
जाता है, तो चिमनी की ऊँचाई निकालिये । 
(ii) Find the height of a chimney whose elevaticn changes. 
from 45° to 60° after proceeding towards it 250 ft. along а 
horizontal line passing through its base. (Н. 5. 635), 
उस चिमनी की ऊँचाई तिकालें जिसकी ओर उस क्ष॑तिज रेखा में, जोः 
उसको जड़ से होकर जाता है, 250 फोट बढ़ने पर उसके शिखर का зат 
कोण 45° से 60° हो जाता Š | 
From an aeroplanc vertically over a straight road, the 
angles of depression of two consecutive mile-stones on це 
same side are observed to be 45° and 60°, Find the height. 
of the aeroplane. (545, 634; Н. S. 61А, 69А, 705). 


एक सोधो सड़क के ठीक ऊपर एक हवाई जहाज से देखे जाने पर एकही 
ओर के दो लगातार मोल पत्थरों के अवनति कोण क्रमशः 45° और 60 


है, तो हवाई जहाज की ऊँचाई तिकालिये। ; 

From the top of a cliff 250 ft. high the angles of depression 
of two ships sailing away in the same direction from the: 
cliff are observed to be 607 and 30° respectively. Find the: 


distance between the two Ships. 
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20. A tower stands by a 


w-School Trigonomet 


250 फीट ऊँचो चोटी से दो जहाजों के заат कोण, जो चोटी से दर | 
ही दिशा में चले जा रहे हैं, क्रमशः 6८° और 30° हैं, तो जहाजं के YA 
की दूरी बताइये | 

From а baloon rising vcrtically a boy observes two Conse. 
cutive mile-stones on the same side of a straight road and 
finds their angles of depression to be 45° and 30°; fing ik 
altitude of the baloon. (69 
ठीक ऊपर की ओर उठते हुए गुब्बारे से एक लड़का, एक सीधी राह के ए 
ही तरफ दो क्रमागत मील के पत्थरों को देखता है और उनके жн 


í — 


कोणों को 45° और 30° पाता है, तो JET की ऊंचाई मालूम करो। 


(i) When the sun’s altitude increases from 30° to 60°, the | 
length of the shadow of a tower decrcases by 60 ft. Find | 
the height of the tower, (29А, 918, 544, 595) 


जब सूर्य का उन्नति कोण 30° से बढ़कर 60° हो जाता है, एक मोनारको | 
छाया की लम्बाई 60 फीट घट जाती है। मीनार की ऊँचाई माइ 
कीजिये । 


(i) When the sun’s altitude increases from 30° to 45°, the 
length of the shadow of a palm tree decreases by 40 fet. 
Find the height of the tree (Н. S. 624) 
जब सूर्य का उन्नति कोण 300 से बढ़कर 45° हो जाता है, तो एक ताई 
के पेड़ की छाया को लम्वाई 40 फोट घट जाती है, तो पेड़ की उत्र 
निकालिये। 

(iii) When the sun’s altitude increases from 45° to 60,118 | 


length of the shadow of a tree decreases by 40 metres. Find 
the height of the tree, (B.S. 665) 


The elevation of the top of a tower toa person standing Г 
оп {һе opposite bank ofa river is 60°. When he metit | 
100 ft. in a straight line from the tower, the elevation! | 


<O 
45°. Find the brcadth of the river and the height र्ण | 
tower. | 


एक आदमी जो नदी के दूसरे किनारे पर खडा है, देखता हैं कि एक mi 


के Í न्न ° 0 
सरा का उन्नति कोण 6(° है | जब वह मीनार से सीधी रेखा में i 


फीट पीछे हटता है तो उन्नति कोण 45० पाता š | तो नदी की shet 
मीनार की ऊंचाई निकाल्यि! O Я 


; | ya | 
Гүег. А person оп the opposi! i 


finds j ali G 
15 elevation to Бе 6९०; he receeds 40 ) = 
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direct line from the #tower ‘and then finds the elevation 
to be 50°, Find the breadth of the river having given 
tan 50°=1°19. 


एक मीनार एक नदी के किनारे खडा है। दूसरे किनारे पर खड़ा आदमी 
देखता है कि मीनार का उन्नति कोण 60° है। तब वह मोनार से सीधी 
रेखा में 40 गज पीछे हटता है और उन्नति कोण 50° पाता हैं। afa 
tan 50° = 1-19, तो नदी की चौड़ाई निकालिये। ! 


The angle subtended by а vertical tower at a point on the. 


level ground is 30°, On approaching 400 ft. towards tho š 


tower, this angle is doubled; find the height of the tower. 
(444, 52A) 


एक मीनार जमोन के एक स्यान पर 30° का कोण बनाता है। मीनार की 
तरफ 400 फीट चले जाने पर यह कोण दुगुना हो जाता है। तो मीनार 
की ऊंचाई निकालिये। 

A person standing on the bank of a river, observes that 
the angle subtended by a tree just opposite to him on the 
other bank js 60°; when ‘he retires 40 ft. away from the 
bank, he finds the angle to be 30°; find the height of the 
tree and the breadth of the river. (535, 615) 
कोई आदमी नदी के किनारे खड़ा होकर देखता है कि ठीक उसके सामने 
नदी के दूसरे किनारे पर एक वृक्ष 60° का कोण बनाता है; और जब ja 
किनारे से 40 फीट पीछे हट जाता है तब वह वृक्ष 30° का कोण बनाता | 
वृक्ष की ऊँचाई और नदी की चौड़ाई मालूम कीजिये । | 

The angular elevation of the top of a tree at а place 18 30°, 
and on proceeding 804/3 ft. dircctly towards the tree, it is 
60°, Jf the observer be 5 ft. 6 inches high, find the height 
of the tree and its distance from the second place. З 
किसी स्थान पर एक पेड़ की चोटी का उत्नति कोण 30° है और सीधे z 
की तरफ १0/3 फीट जाने पर यह 60° हो जाता है। यदि दशक 1 ы 
6 इंच लम्बा (हो तो ЧЕ की ऊँचाई और दूसरे स्थान से इसको दू 
बताइये । 

From а point оп 
tower is 60° and from апо! 
the angle of elevation is 45°. 
and its distance from the first point. 


the ground the angle of elevation of a 
her point 40 ft. above- the first, 
Find the height of the tower 
(625, Н. S. 62А) 
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26. From the top of a hill 200 ft. high, the angles of depre- 


27. 


28, 
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जमीन के किसी farg से एक मीनार का उन्नति कोण 60" है aaa | 
fag से जो पहला से 40 फीट ठीक ऊपर है, उन्नति कोण 43" है। मोगा * 


की ऊंचाई और पहला बिन्दु से इसकी दूरी मालूम की जिये। 


кә 


to be 45° when observed from 1һе foot of the tree distant 
1009 yds. from the tower and it is 30° when observed гаа 
its top. Find the height of the tower ard the tree. 


Г 


| 


एक वृक्ष के पाद से जो मीनार से 1000 गज को दूरी पर है, एक qas | 
सिरा पर स्थित एक वस्तु का उन्नति कोण 45° है और जब वृक्ष की त्रम | 
से देखा जाता है तव यह 30° है । मीनार और पेड़ की ऊंचाई माझ | 
कीजिये । 


ssion of the top and bottom of a pillar аге 30° and 60 
respectively. Find the height of the pillar and its distance 
from the hill. (575, 674) 


200 पीट ऊंचा एक पहाड़ की चोटी से एक स्तम्भ की चोटी और आधार 
के अवनति कोण क्रम से 30० और 60° है, स्तम्भ की ऊँचाई और पहाड़ Û 
इसकी दूरी निकालिये। 


From the top of a cliff 30011. higb, the angles of depression 
of the top and bottom of a tower are observed to be 30 
and 60° respectively. Find the height of the tower. 

(50А, 53А) 


किसी चट्टान के शिखर से जो 300 फीट ऊँचा है, एक बूजं के विव 
आधार के अवनति कोण 30° और 60° के दोखत #1 बूज की FF 
मालूम करो | 


tower subtends an angle of 60° at a point оп the sam? | 
vel as the 1001 of the tower, and at a second point 20 it- | 
vertically above the first, the depression of the foot ofthe 


t 1 : 2 , 
ower Is 30°, Find the height of the tower. (89 k 


= AE ti पल पर स्थित एक बिन्दु पर 60° का कोण बताता | 
ЕА 72920 फीट ठीक ऊपर एक बिन्दु से मीनार की जड़ का 
1 30° देखा qar | मीरार की ऊंचाई निकालिये | 
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The elevation of an object on the top of a tower is found 
to be 45° when observed from the foot of a tree, distant 
100 ft. from the tower and it is 30° when observed from the 
top. Find the heights of the tower and the tree. (55А) 


एक वृक्ष की जड़ से, जो एक मोनार से 100 फोट की दुरो पर है, देखे जाने 
पर मीनार का उन्नति कोण 45% है और वृक्ष के सिरे से यह उन्नति कोण 
30° है। तो मीनार और वृक्ष की ऊँचाई निक्रालिये | 

(ü) Two trees are 6 ft. apart. The angle of depression of 
the top of the second, as observed from the top of the first 
tree, which 15 15 ft. high, is 30°. Find the height of the 
second tree. (644) 
दो पेड़ों की दूरी 6 फीट है। दूसरे पेड़ के सिरे का अवनति कोण पहले के 
सिरे से जो 15 फीट ऊँचा है, 30° है | तो दूसरे पेड़ की ऊँचाई वताइये | 
(ii) The angles of depression and elevation of the top ofa 
wall 12 ft. high from the top and bottom of a tree are 60° 
and 30° respectively. Find the height and distance of the 
tree. (564) 
एक वृक्ष के मिरे और जड़ से एक 12 फोट ऊंचो दीवार के सिरे का अवनति 
कोण तथा उन्नत्रि कोण क्रमशः 60° और 30° ë | तो वृक्ष की ऊँचाई तथा 
वृक्षा और दीवार की दूरी निकालिये | 

(iii) The angles of elevation of a chimney from the bottom 
and top of a post 15 ft. high are 45° and 30° respectively. 


Find the height and distance of the chimney from the post. 
(Н. 5. 634, 70А) 


‚ 15 फीट ऊँचे किसी खम्भे की जड़ और चोटी से एक चिमनी का उन्नति 


कोण क्रमश: 45° और 30° है। चिमनी की ऊंचाई और खम्भे से उसकी 


‚ दूरी मालूम कीजिये । ` 


(ir The angle of elevation of the top of a tower as seen 
from the foot ofa pillar is 45° and from the top of the 
pillar the elevation is 30°. If the pillar is 30 ft. high, find 
the height > rand its distance from the pillar. 

eight of the tower an (i S 635; S. S. 705) 
एक स्तम्भ की जड़ से किसी बूज के शिखर का उत्ति कोण 45° है. ओर 
स्तम्भ के सिरे से उन्नति कोण 309 है। यदि स्तम्भ की ऊँचाई 30 फीट 
है तो बूज की ऊँचाई भोर स्तम्भ से इसकी दूरी मालूम कोजिये। 0 
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31. The angles of {depression and elevation of the top of 
vertical pillar from the top and bottom of a tower are 
respectively x and В If the height of the pillar be h, fm | 


the distance between the EE pillar and Prove 
sin(x { 
that the height of the tower 18 h Еа Sin В (584) | 


एक मीनार के शिखर और जड़ से एक उर्ध्वाकार स्तम्भ के शिसरन्ञ 
अवनतिकोण और उन्नतिकोण क्रमशः < ओर है ! यदि स्तम्भ की ऊेबाई 
h हो तो मीनार से स्तम्भ की दूरी निकालिये और सिद्ध की जिये कि मीनार _ 


811(<- В) s i 


चार्ट 
की ऊंचाई Л cosx sinB ® 


32. The height of a house subtends a right angle at an oppo- | 
site window and the line through the window to the top | 
of the house makes ап angle of 60° with the vertical, H | 
the breadth of the street be 45 ft. find the height of the 
house. (509) 


एक घर सड़क की दूसरी ओर अपने सामने की एक खिड़की से sm 
बनाता है तथा वह सरल रेखा जो खिड़को को घर के सिरे से मिलाती i 
ав чая दिशा में 60° का कोण बनाती है। यदि सडक की चौड़ाई 

फीट हो, तो घर की ऊँचाई निकालिये । | 


33. A vertical pole on one side of a street subtends 8 night | 
angle at а window exactly on the opposite side, 1 ү | 
angle of elevation of the window from the base of the p | 
be 60° and width of the street 30 ft. find the к । 
the window and the top of the pole. $ ni 
एक सड़क के एक किनारे पर खड़ा पोल टीक अपने सामने दूसरे fet | 
एक खिड़की से समकोण बनाता है। यदि खिड़की का उन्नति कोण, ф | 
आधार से 60° है और सड़क की चौड़ाई 30 फोट हो, तो खिडकी | 
की ऊंचाई निकालिये | 

34. A house subtends a right angle at the window 60 fi 

YA the opposite side of the road. If the road к, А 

०५५७७ be 30 ft. wide, what is the height of tes 60) | 


पीठ है | 


Ей | 


| 


एक धर अपने सामने के मकान के जंगले के साथ जो 60 फीट 


पर कप बनाता है। यदि ү चौड़ाई 30 
घर की ऊँचाई कितनी кыт बीच के रास्ते की चौड़ा | 
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. The elevation of a hill from a point P due east of it is 60° 


and at a place Q due south of P, the elevation is 45°. If 
the distance PQ is 1000 yds, find the height of the hill. 


एक पहाड़ी का उन्नति कोण इसके ठीक पुरव एक स्थान P पर 60° और 
Р के ठोक दक्षिण एक स्थान Q पर 45° है। यदि PQ को 37 1000 गज 
हो तो पहाड़ी की ऊ चाई मालूम कीजिये। 

The elevation of a hill from a point Р due east of it is < 
and at a place Q due south of P, the elevation is В. If the 
distance PQ be equal to d, prove that the height of the hill 
is given by d*—h? (०0128 —cot*< '. 

एक पहाड़ी का उन्नति कोण, इसके ठीक पूरब के एक स्थान P से < है 
और P से ठीक दक्षिण एक स्थान से 8 है। यदि ?0 की दूरी d हो तो 
साबित कीजिये कि पहाड़ी की ऊ चाई, d= ११ (८०१३ - ००१५) द्वारा 
दी गई है। 

A tower РО is standing оп a plane ground, whose Fase is 
О. А and В аге two points on the ground such that/ ОАВ 
=90° and the length of AB is 40 ft. If cot PAQ=3/10 and 
cot РВО =2; find the height of the tower. 


समतल जमीन पर РО कोई मीनार खड़ी है जिसका आधार ९ है। जमीन 
पर दो बिन्दु A और В इस प्रकार है कि / QAB=90° और AB की 
लम्बाई 40 फीट है। अगर cotPAQ= भोर соїРВО={ तो 
मीनार की ऊंचाई मालूम करो 1 | S 

At the foot of a mountain the elevation of its summit 15 
found to be 457, aficr ascending one mile towards the 
mountain up а slope of 30° inclination, the elevation 15 
found to be 60. Find the height of the mountain. 

WA (M. U. Pre 63А; S.S. 63A) 
किसी पहाड़ के नीचे, जहाँ पहाड़ का ढाल खत्म होता है, डस शिखर 
45° का उन्नति कोण बनाता है। पहाड़ के शिखर की ओर 30° के चढाव 
पर 1 मील चलने पर उसका शिखर 60° का उन्नति कोण बनाता है। 

हाड की ऊंचाई मालूम करो | 


39. A flagstaff is standing on a tower. Тһе top of the flagstaf 


subtends an angle ५1 60° at a point 60 yds. distant from 
the base of the tower and the tower subtends an angle of 


° int, Find the height of the flagstaff. 
30° at the same poin e 55 
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एक मीनार पर एक ध्वजदंड खड़ा है। आधार से 60 गज की दूरो पर 
स्थित एक विन्दु पर ध्वजदंड की चोटी 60° का कोण बनाती है और sà 
स्थान पर मीनार 30° का कोण बनाता है, तो saas की ऊंचाई 
निकालिये । 

40. А flagstaff is fixed on the top of a mound and the angles 
of elevation of the top and bottom of the staff are 60° and 
30°. Show that the length of the staff is twice the hcight 
of the mound. (525, 66А, 69А) 
एक झंडा मिट्टी को भिड पर खड़ा है और उसके सिर तथा जड़ का उन्नति 
कोण क्रमश: 60° और 30° का है, तो दिखलाइये कि झण्डे की ऊंचाई 
भिड की ऊंचाई का दुगुना है | 

To a man standing outside a house, the angles of elevation 

of the top and bottom ofa window are respectively 60° 

and 45°. Ifthe man is 10 ft. away from the wall and his 

height is 5 ft., find the height of the window. (465) 

एक मनुष्य एक घर के वाहर खड़ा था। उसने एक खिड़की की चोटी (top) 

तथा पाद (bottom) का उन्नति कोण त्रमण: 60° और 45° देखा । यदि 

मनुष्य घर से 10 फीट को दूरी पर रहा हो तथा उसकी आँख जमीन पे 5 

फोट की ऊँचाई पर रहा हो तो खिड़की की ऊँचाई निकालो । 

42, A tower stands on the edge of a hill. From а point ina 
horizontal plane through the foot of the cliff, the angular 
elevations of the top and bottom of the tower are observed 
to be < and B respectively. Find the height of the cliff if 
the height of the tower is 50 ft. апа їап = 1726 and 
tanx = 1°85, 
कोण क्रमशः < और 8 है। प. Ы नार के सिरा और आधार m 
क व चाई чипа st; भी 

43. А tower апа а flagst as के आर tant =r 85; Jes of 
WAA हक a | ked to 118 top subtend апр е а 
100 ft. from the AA ata place on the ground s jo 
O of the tower. Find the length o 
एक मीनार और उस पर स्थित एक ध्वजदण्ड, एक स्थान पर जो मीतार रै 


पाद से 100 फीट दूर है, क्रमश: कोण 3(० 5 : 
को लम्बाई बताइये | її 30० और 15° बनाते हैं । 


41. 


~ 
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A man lies down on a road and observes that 2 temple 
and a flagstaff on it subtend equal angles at his eye. If the 
height of the temple is 10 ft. and that of the flagstaff 20 ít. 
find the angle subtended by the temple and its distance 
from the man. (46А) 


एक आदमी एक सड़क पर पड़ जाता है और देखता है कि एक मन्दिर और 
इस पर एक ध्वजदंड उसकी आँख से वरावर कोण बनाते हैं। यदि मन्दिर 
की ऊँचाई 10 फीट हो और ध्वजदंड की 20 फीट, तो मन्दर द्वारा बनाये 
गये कोण का माप निकालिये और इसकी आदमी से чат दूरी है यह भो 
निकालिये । 


А pillar is painted black up to a height of 20 ft. from the 
base, the upper part being white. Ata distance of 30 ft. 
on the horizontal plane with the base, both parts subtend 
equal angles. Find the height of the pillar. (H.S. 64А) 


एक स्तम्भ आधार से 20 फीट की ऊंचाई तक काले रंग का है और शेष 
ऊपर का भाग सफेद रंग का है। आधार से 30 फीट को दूरी पर उसी के 
afaa धरातल में दोनों भाग वराबर कोण बनाते हैं। स्तम्भ की ऊँचाई 
निकालिये | 


A vertical pole fixed to the ground is divided in the ratio 
1:9 by a mark on it, the two parts subtend equal angles 
at a place on the ground, 15 ft. from the base of the pole; 
if the lower part be shorter than the upper one, find 
height of the pole. (455, 60А, 71А) 


लम्ब रूप से खड़ा एक पोल इस पर किसी एक चिन्ह के द्वारा 
कपात में बाँटा गया है। पोल के आधार से 15 फीट हूर जमीन 
के किसी स्थान पर ये दोनों हिस्से बराबर कोण बनाते हैं। यदि निचला 
हिस्सा ऊपर वाले हिस्से से छोटा हो, तो पोल की ऊंचाई बताइये | 
of a tower and the 
on the ground at 
Find 
(71S) 


(ü) The flagstaff standing on the top 
tower itself subtend equal angles of 30° 
a point 120 ft. distant from the foot of the tower. 
the height of the flagstaff. 

एक मीनार की चोटी पर खड़ा एक झंडे का सम्भा और मीनार जमीन fo 
मीनार के आधार से 120 फीट दूर एक बिन्दु पर 30° के बराबर 
बनाते हैं। झंडे के खम्भे की ऊँचाई निकालो 1 з 
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(ii) At a distance “а” from the foot of the tower AB оғ 
height ‘b’ a flagstaff BC and the tower AB subtend equal 
angles, Prove that the height of the flagstaff =) 
(H. S. 704) 
एक मीनार АВ और उसकी चोटी पर एक झंडा BC मीनार से т єй 
पर स्थित एक विन्दु पर बराबर कोण बनाते हैं। यदि मीनार की ऊँचाई 
' हो तो सिद्ध करो कि झंडा को ऊँचाई--0( (५ WA ) 
A ladder rests against a house and the angle of elevation 
of the top of the ladder is 60°. The ladder is turned over 
till it rests against a house on the other side of the street 
and the angle of elevation is 45°, If the ladder is 40 ft. 
long; find the breadth of the street. (Н. S. 61А) 
एक घर पर सीढ़ी रखी हुई है और सीढ़ी के सिरे का उन्नति कोण 60° 
है। सीढ़ी को उलट दी जाती है जिससे वह गली के दूसरे किनारे एक 
घर से जा लगती है और इस दशा में उन्नति कोण 45° है। यदि सोढ़ी 
40 फोट लम्बी हो तो गली की चौड़ाई बताइये । 
A tower subtends an angle < at a point P in the horizon- 
tal plane Passing through the foot of the tower, while at 8 
point Q vertically ) ft. above P, the foot of the tower has 
its angle of depression equal to В. Find the height of the 
tower, (Н. 5. 64А, 705) 
किसी मीनार की जड़ से गुजरने वाले क्षैतिजतल में स्थित fag P पर 
मीनार < कोण बनाता है और P से ठोक ऊपर Ь फोट की ऊंचाई पर 
स्थित बिन्दु 0 पर मीनार की जड़ का अवनति कोण 8 है; तो मीनार की 
ऊचाई ааты | 
Two pillars of equal height stand on either side of a road- 
WA йе 1s 100 ft. wide; at a point in the ши. 
аге 60° апа 2 pa s. {айап ofthe tops ОР бт 
; tnd the height and position of the point. 
. (59A, 62А; Н. S. 615, Н. S, "29 
5% 700 फीट चौड़ी सड़क के दोनों ओर समान ऊँचाई वाले दो सम्म ш 
е З f बिन्दु पर, जो दोनों म्म के बीच में हैं, खम्मो री 
के उन्नति कोण 60° और 30° है; तो खम्मों की ऊँचाई तथा उ 
बिन्दु की स्थिति निकालो | А 
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The distance between two pillars is 120 ft. and the height 
of one is double of the other. The angles of elevations of 
the pillars at a middle point of the line joining their feef 
are complementary. Find their heights. (585; H. S. 63A): 


दो स्तम्भों के वोच को दूरो 120 फीट है और एक की ऊँचाई दूसरे से दूगुनी 
है । उनके जड़ों को मिलाने वालो रेखा के मध्यबिन्दु पर उनके शिखरों के 
чен FIT एक दूसरे के पूरक हैं। उतको ऊँचाई मालूम करो 1 


Two poles stand on a horizontal plane. X and Y are two: 
points on the line joining the bases of the poles and bet- 
ween them. Ths angles of elevation of the tops of the poles. 
as seen from X аге 30° and 60° and as seen from Y, 607 
апа 45° respectively. If the length XY is 30 ft.; find the: 
height of the poles and the distance between them. 


दो पोल एक क्षैतिज तल पर खड़ हँ । पोलों के आधार को मिलाने वाली 
रेखा पर, उनके बीच में दो बिन्दु X और ४ हैं। X से पोलों की चोटियों 
का उन्नति कोण क्रमशः 30° और 60° है तथा Y से 60° और 45° | यदि 

लम्बाई ХҮ, 30 फीट हो तो पोलों की ऊंचाई और उनके वीच की दूरी 

निकालिये | 

On the bank of a river a statue 30 ft. high stood on & 
mourd 200 ft. high. The statue subterds at the other bank 
an angle equal to that subtended by a man 6 ft high, 


standing on the other bank. Find the breadth of the river. 


एक नदी के किनारे 200 फीट की ऊँचाई पर 30 फीट ऊँची एक सूक्तिः 


खड़ी थी। नदी के किनारे के साथ वह मूर्ति उतना ही बड़ा कोण वनाती 
है जितना उसी किनारे quas 6 फीट के मनुष्य क्रा उन्नति कोण है, तो 


नदी की चौड़ाई तिक्रालिये 1 


A bird perched on the top ofa tree 80 ft. high and its cle- 
t on the ground is 45°. It flies off hori- 


vation from a poin ° 
zontally straight away from “ће observer and in 1 second: 


the elevation of the bird is reduced to 30°. Find its speed. 
एक चिड़िया एक पेड़ की चोटी पर जो 80 फीट ऊँची है, आकर बंटी है. 
ओर जमीन के एक बिन्दु से इसका उन्तति कोण 45° है। यह दशक से दूर 
ठीक सीधे क्षेतिज रेखा में उड़ जाती है ओर 1 सेकण्ड में चिड़ियाँ कह 
उन्नति कोण 30° हो जाता है। तो इसकी गति बताइये 1 
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55. A man on the top of a rock rising on a scashore, observes 
a boat coming towards it at an angle of depression 30°; 10 
minutes later the angle of depression is 60°. The height of 
the rock being 4000 ft. find the speed of the boat, 


एक आदमी, एक पहाड़ की चोटी से जो 4000 फोट ऊंची है, देखता है कि 
उसकी ओर आने वाली एक नाव का अवनति कोण 30° है। 10 मिनट 
के बाद अवनति कोण 60° हो जाता है; तो नाव की गति बताइये | 


56. A palm tree 60 ft. high stands at the centre of a square 
field and the top of the tree subtends an angle of 60° at 
each corner of the field. Find the length of one side of the 
field. (Н. S. 649 
किसी वर्गाकार क्षेत्र के मध्य में 60 फीट ऊँचा एक ताड़ का पेड है। उस 

पेड़ की फुनगी क्षेत्र के प्रत्येक कोने पर 609 का कोण बनाती है। तो क्षेत्र 
की एक भुजा की लम्वाई बतलाइये | : 

:57. A pole 100 ft. high stands vertically at the centre of a hori- 
zontal equilateral triangle, each side of which subtends an 
angle of 60° at the top of the pole. Find the side of the 
triangle. 


एक समत्रिवाहु त्रिभुज .के केन्द्र पर ठीक सीधे एक 100 फोट की ऊंत्राई 
का एक पोल खड़ा है और त्रिभुज की हरेक भुजा पोल की चोटी पर 60° 

का कोण वनाती है, तो भुजा की माप बताइये | 

158. 
9 а е tower stands оп а horizontal plane. From a point 
IS plane, only three of its upper corners are visible 
ja i angles of elevation are 45°, 60° “and 45°. Show 
e . : 3 š 
O of the height of the tower to its breadth is 
क वर्गी, a : 

Sa वर्गाय स्तम्भ क्षैतिज तल पर खड़ा है। इस तल के किसी बिले 


इसका सिफ तीन 
60° और 45° т गजर आता है और इसका उन्नति कोण 45% 


सिद्ध कीः Е p 
vó(v5 T F Ма ऊचाई और एक भुजा की लम्बाई का अनुपात 


"ला 
‘0°. 
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अध्याय १४ 


त्रिकोणमितीय समीकरण 


TRIGONOMETRICAL EQUATIONS 


14.1. त्रिकोणमितीय समीकरण वह समीकरण है जिसमें एक या एक से 
अधिक त्रिकोणमिटीय श्रितों (Trigonometrical Functions) का समावेश 
हो। त्रिकोणमितीय समीकरण को हल करने या उसके समाधान (Solution) 
का अर्थ है अज्ञात कोणों के उन मानों को निकालना जो दिये हुये समीकरण को 
सन्तुष्ट करे। अज्ञात कोण के वे मान जो दिये हुये समीकरण को सन्तुष्ट करते 
हैं, उस समीकरण के मूल (roots) कहलाते Š । 

अध्याय 6 और 7 में त्रिक णमितीय समीकरणों पर विचार किया जा चुका 
है और समीकरण के मूलों में से उन कोणों को निकाला गया है जो 0° और 
360° के बीच में स्थित है। इस अध्याय में उन समीकरणों पर विशेष रूप से 


विचार किया जायगा | 


14.2. नियम : समीकरण को साधन करने में निम्नलिखित बातों को ख्याल” 
रखना चाहिये । 

(i) पहले दिये हुये समीकरण को सरल करें। हो सकता है कि सरल करने. 
पर समीकरण, वर्गात्मक समीकरण (quadratic equation) az*+bz+c=0 
के रूप में परिवत्तित हो जाय । 99 हालत में बीजगणित के कायदे से समीकरण 
के з1 पक्षमें जो व्यंजक है उसका गुणनखण्ड निकाल लेना चाहिये | 

(ü) समान्यतः सरल त्रिकोणमितीय समीकरणों को हल करने में, 0° और 
360° के बीच में अज्ञात कोण का दो मान मिलेगा 1 

(i) समीकरण को साधन करने में उस अज्ञात कोण को पहले मालूम करः 
लें जो सबसे छोटा है। 

अब सबसे छोटा अज्ञात कोण 6 मालूम हो जाने पर दूसरा कोण निम्नलिखित: 
त्रिकोणमितीय सूत्र से मिल जायगा 1 

sin(180°—0)=sin9 
cos(360°— 09) ४९080 
tan(180°+-6)=tand 
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(iv) इस बात पर ध्यान रखें कि किस पाद ш? में कौन पी 
-त्रिकोणमितीय निष्पत्तियाँ धनात्मक होती हैं और किस पाद में ऋणात्मक। 


यह बात तो अध्याय 2 में बतलाई जा चुकी है। लेक्नि सुविधा के लिये इसे 
किर यहाँ चित्र द्वारा एक वार दुह्रा दिया जाता है । 


sin+ | sin+ 
cos— | cos+ 
tan— ' tany 
sin— | sin— 


tan+ | tan— 
भब सरल समीकरणों के साधन में इन नियमों का किस प्रकार प्रप्रोग करते 
हैं, यह बतलाते है । 
मान ल क्रि sing= 7 को हल करना है । 
Ist step. चू कि sing धनातमक है, इसलिये 0 या तो प्रथम पाद या द्वितीय 


पाद में होगा। लेकिन चूँकि 6 को सबसे छोटा कोण लेना Š 
इसलिये प्रथम पाद वाला ही 0 कोण लेना होगा | 


2nd sliep, हम जानते हैं कि 683600 रखने से 510 Уз बराबर होता 
है, इसलिये 0 का एक मान्=60°. 
Jrd step. फिर चूंकि sin(1809—g)=sia0 
=° 9 का दूसरा qTT=180°—60°=120° 
अतः 65560? ят 120°. 
एक दूसरा उदाहरण लें। मान लिया कि ३०0४/2 
हल करना है। 
Tst step. चूकि (818 ऋणात्मक है, इसलिये 6 या तो द्वितीय पाद बॉ 
चतुर्थ पाद में होगा । लेकिन चकि 6 का सबसे छोटा कोण 
à е 
© इसलिये द्वितीय पाद वाला ही 6 कोण लेना होगा। 
200 step. हम जानते हैं कि tan(180°— в) = —tanê, इसलिये 0 
रखने से 1012("---२/3, अतः 6२1200 रखते 


tang = — \/3 सन्तुष्ट हो जाता है | 
इसलिये 0 का एक मान-- 120, 


=60° 
za 
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3rd slep. फिर च्‌कि tan (180° 9) = 1810 
9 का दूसरा मान = 180°-- 120° = 300° 
अतः 0 =120° या 300° 
इसी प्रकार, दूसरे समीकरणों पर भी विचार क्रिया जा सकता है । 


नोट : ऊपर वतलाये गये नियमों से किसी सरल त्रिकोणमितीय समीकरणों 

को हल करने से अज्ञात कोण 6 का वह्‌ मान मालूम हो जाता है जो 
0° और 360१ के बीच में है। यदि 360° से भी अधिक कोणों का 
मान मालूम करना हो, तो प्राप्त 0 के उन दोनों मातों में क्रमशः 
27(=360°) जोडते चरे MATI यह इत सूत्र पर निर्भर करता 
है कि 

sin(27- 0) = sing 

cos(27 -- 0) = ०058 


tan(2r+-6) 51210 
लेकिन इस अध्याय में 6 के 0° और 360° के वीच बाले कोणो को 
ही मालूम करेंगे । 


साधित उदाहरण 
пат т 1. हुल कीजिये :-- j 
cos0—sin0 = `2 
(57А, 625; H. S. 628; R. U. Pre 62) 
दिये हुये समीकरण А गुणा करने पर 
००४१. 72 sin 0. ज =— 
` या, cosp0.cos45°—sin0.sin459° = > 
या, ००४(१--45") =‡=९०४60° ат cos(360°— 60°) 
(3+45°)=60° या 300° 


02150 या 255° 
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उदाहरण 2. हल कीजिये :— 


1а00--с010=2 
(625; В. U. 59А; В. U. Pre 60S; Pre 6), 634; 


Н. S. 615, 635, ७5९) 


. दिये हुये समीकरण से, 


sing Cos? 


cos sind =” 


817126--00526 _ 2 


5102с059 
1 = 281100058 = 51120 
87129 =1 
29 = 90° 4 09 


उदाहरण 3. हल कीजिये :— 


6) 


(ii) 


0089-- sec) = 5 


(435, 59А „64А; P. U. Pre 618) 


दिये हुये समीकरण स, 


या 


osp न्यु 


0०0920--1 5 


— 


cosh 2 


2cos30-L-2—= cos? 

2c0529—5cos9 +2=0 

(००४४--2) (20088 --1) --0 

चाहे ००७४ -2=0 ९, 
2cos0—1=0 (i) 


से созё=2, लेकिन ००४४ का मान 1 से ज्यादा कभी नहीं हो सकता 


है, इसलिये ०080 का यह मान मान्य नहीं है । 
स ००७ = }=८०४6७१ या ९०६3000 


९२२60० या 200° 
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` उदाहरण 4. हल करो :-- 
(i) сов?%0—ѕіп29-1 
(ii) сої0+-1апю = 25९८४ 
| (iii) cos30+sin30 = 0086 -- sing (685) 
G) दिये हुये समीकरण से 


00820 =1=cos0° ат с̧оѕ360°: 


न 2050? ат 360° 
& 8-0? या 180° 


(ii) दिया हुआ है cotø-+tang = 25९6. 


ү cos , sin 


sind ‘cos 28606 


п क्र्क्ब्कक = = 
या  cos0—2sin0.cosp 20 
या со$6(1—2в1пб)=0 
.. Ссо$#=0 या 1_2sing=0 
.. 0080-50 या sin0=1. 
созё=0 से, @=90° या 270° 
sing =} से, 0 =30° या 150° 
55 0 = 30°, 90°, 150°, 270° 
(iii) चूंकि cos30-Lsin30 = cosb-+sing, 
.. COS0—cCOS30 =sin30—sin0 
या 2sin20.sin0 = 2cos20.sin0 
या sinb(sin26—cos20)=0 
.. ४1850 
या 51020—с0520=0 
.. ४6-८0 या tan20=1 
sinê =0 से 6-0 या 180° 
tan20=1 से 20:45? या 180°+-45°= 225° 
° 6=223° या 1124? 
भतः 0=0°, 224°, 112°, 180° 
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उदाहरण 5. हल कीजिये :-- 
817%--005% = \/2 


(H.S. 60А, 69А; B. U. 58А; R. U. Pre 634) 
दोनों तरफ १/2 से भाग देने पर 


1 1 ë. 
75 sinz+ 7 cose = 1 


या cosr.cos45°+-sinz.sin45°=1 
या cos(z—45°)=1 = ०080? 
2=45° 
उदाहरण 6. हल कीजिये :- | 
coss—/3sinz = 1 (H. S. 605) | 
चूँ कि tan 60° = /3 इसलिये दिये हुये समीकरण को इस प्रकार | 


लिखा जा सकता है: 
cosz—tan60°sinz = 1 


1160? . _ 

या coss ов =1 

या  cosz.cos60°—sinzw.sin60° 
= 1.со560° =š 


या ००४(४--60?) =} = cos60° या cos300° 
.. 2=60°-60 ат 300°— 60° 
=0° ат 240° 
उदाहरण 7. हुल करो :---- 
cos + у 35100 22 
दिये हुये समीकरण से 


/ 
cosg V$ .5100=1 


या sin- cos0+-cos ऱ्ह sing =1 
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या sin( 0+ ) —1-sin5 


0 र т. 

+ 6 2 
ттт 
¢ 20७96 3 


TTT 8. हुल कीजिये :— 
7с0520-- 39190 -- 4 
ва ксы ते, (B. U. 585, 605; Н. S. 70А) 
Tcos°0+3(1—cos2g)=4 
या 70082 --3-- 30085 -- 4 
या 4со$?д=1 
या cos 0=} 
*, COS =+} 
जब cos9—3 तब 0=60° या 300° 
जब соѕ0=—{ तब 0=120° या 240° 
УО 0=60°, 120°, 240° या 300° 
аел 9. समीकरण 2с051:—со5:=3 को हल कर कोण 2 के उन 
सब मूल्यों को निकालें जो 0° और 10002 के बीच में है" । 
(В. U. Pre 63А; Н. S. 675) 


“दिये हुये समीकरण से, 
2с05%——Сс052=3 
या 2с0522—с052:—3=0 
या 2008%2 -- 2605: —3с052—3=0 
या 20052(०05४--1)--3(008४--1) 5-50 
या (००४४--1)(2005४-3)5-50 
.. या तो сов>--1=0 


अर्थात्‌ - соѕ52=—1 (1) 
ऱ्या 2cosz—3=0 
"अथांत्‌ cosx=3/2 
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लेकिन cose का यह मान मान्य नहीं है क्योंकि coss का मान एक के 


ज्यादा नहीं हो सकता है। 
अतः (1) से, cosr=— 1 =COS 180° 


308 


4 2=180° 
z का दूसरा दूसरा मूल्य 180° में 360° जोडते चले जाने से मिला 


जायेगा । 
अब 180°4-360°= 540°, 540°-360°=900° इत्यादि i 


अतः = का इष्ट मान= 180°, 540°, 900°. 


उदाहरण 10. हल कीजिये :- 
tanz--tan2z--tanz.tan2z=1 (P. U. 525; R. U. 654) 


दिये हुये समीकरण से, 


tanz+tan2z=1—tanz.tan2z 


дї _tanz--tan2z йз, 
1—tanztan2z 

या tan(z+2z)=1 

AT ї{ап?х=1 

° 32= 45° या 225° 

०० 2=15° या 75° 


उदाहरण 11. हुल करो :- 
tang+tan29+vy3tang.tan20=V3 
दिये हुये समीकरण से, 
tan9--tan29—/3(1—tang4.tan24) 


eue | 


या À—tan0+tan20 _ 
1—tang.tan2 — V YA 
= r )= डर 
या їап30=+/3={ап-—- या tan (+ 3 खा, 
Ar 
7 3 т 4т т. дїў Ж 
e» 30=— ке =" aA R Ë 
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उदाहरण 12. हल करो :- 
2sin29--sin?29—2 (P. U. 655) 
यहाँ 2(1—sin:)—sin29=0 
या 200826--4911१6008१७ --0 
या со520(1—251п29)—0 
या cosšgcos20=0 
* cCos0=0 या cos20=0 
९088-30 से, 0=90° ат 270° 
cos20 204, 20=90° ат 270° ,". 0=45° ат 135० 
अतः ४२45९, 90°, 135°, 270° 
उवाहरण 13. हुल कीजिये :— 
sin40=cos30 + sin20 (९. U. 555) 
“दिये हुये समीकरण से, | 
sin40—sin20 = cos30 


या 2 os 20,405 20 со530=0 


या 2с0530.51п0—с0530=0 
ат соѕ30(25100—1)=0 


э а चाहे cos30=0 і K (TT) G) 
या 2sin0—1=0 अर्थात्‌ singo ~ (i) 


G) से 36590" या 270° „°. 0530" या 90° 
(ii) से 6530" 150° 
~ 63300, 90° या 150° 
“उदाहरण 14. हल कीजिये :— | 
соѕ6--со520--с0530=0 
(Р. U. 414, 66А, 67A; S.S. 605, 705) 
दिये हुये समीकरण से, 
(созе --соѕ36)--с0520=0 


ат 2००४२ CE o 36 9 +cos20=0 


म्या 2с0520С050 -+cos20=0 


т ००४20(2००४0+-1) 50 
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2. चाहे cos20=0 

या 2८050+1=0 अर्थात्‌ с050=—{ 

G) से 20=90° या 270° .'. 05-45" या 135° 
(ii) से 0=120° या 240° 
0=45°, 120°, 135° ат 240° 


—@ 
(ü) 


उदाहरण 15. यदि sin(mcosg)=cos(asing) तो साबित कीजिये कि 


(н), 
दिया हुभा ё 


sin(zrcos0)=cos(zrsin0) 
. т . 
—sin(5-2-7sing ) 
70 0056 == msing 


AT 0086 5८ 2-£sing 


Ya ८०५४-८6-3३ 
अब दोनों तरफ 1/4/2 से गुणा करने पर, 


1 1 1 
cosp. 
9 z sind ७ “2/2. 
1 


या со$0.со$ q Esing sin 272 
&, cos( (= 277 
नोट : तोड़ने पर, cosgcos sing. sin T. — 1 
° 5 р 0cos— AZ ठाउत 
S 4 =ESsin0. sin 4 232 
या  cos0-=sin0=1/|2 
वग करने पर ८०७१७ 1४170 -:2811000865--2 


या 1-8 
n2 =l ७ 
CC-0.Panini Kanya pans 301 АЛЕ 
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उदाहरण 16. यदि sin(rcot0)=cos(rtang), तो सिद्ध कौजिये कि 
cot20=1/4 
दिये हुये सम्वन्ध से 


sin (zrcot0)= cos(zrtan0) 
© T 
=sin( 5 +тапд) 
.. १000 -- + +rtang 


अर्थात्‌ ००३ —tan0 <. (i) 
या ={4-їапб T... (i) 
अत: (i) से ८०0+ 2n0=ॐ 
cos , sing 

“sing 1८०१ 


या 


51100080 — 
2 re 
अर्थात 2ging cosg ` nA 
sin20=4 
लेकिन 51020 का मान 1 से कभी बड़ा नहीं हो सकता है, इसलिए यह मान 
छोड़ दिया गया है। 
अथवा (ii) से ८०t0—tan9 =, 
cosh sing _ 1 cos" —5їп°0 _ } 


sing ००७6 — sind 6080 
2cos20 __ 2cos20 _ 

अर्थात्‌ १०० ЯТ 51020 3 

अर्थात्‌  cot20=1|4 

अतः परिणाम 1 

ЕХАМРГЕ 18 

हल करो :-- 
1. sin20=sin0 2. sin30=sin20 
3. 1Fcosz=sinz (В. U. Pre 60А) 


4. (i) cosg--sing— पल 
(В. U. 595; Bhag. Pre 62; M.U. Pre 64А; R. U. 655, 675) 
(ii) віп20--соз20=1 _ (М. U. Pre 68А) 
5. 4/3sinz--cosr—1 (E.S. 61А, 645; В. U. 645) 
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6. 43cosr--sinz—4/3 (56S, 604, 624) 


7. sinz++(/3cosz=4/2 


(665, 695; H.S. 625; В. U. Pre 63А; Bhag. 67А; R. U. 67А) 
8. cosr-+y3sinr=2 


9. sin29—4/3cos9<0 10. 4sinp—sin20=0 
11. cosb+-cos20=0 12. sin0+sin20=0 
18, віп04-4/3соѕ0—1 14. 5/351п0— соѕ6= 42 
15. со? —5іп29—1 16. 2sinz ѕіп32=1 (564) 
17. Stan?r--sec?r—7 18. Stan—sec=1l 
19. (i) 4cos%z-Lósintz—5 =0 
(Ш) бсоѕ?9--соѕд=5 (665) 
(Hi) sec + tang=—3 (66A) 
(iv) вес#-5- 24/2 पि (P. U. 42А) 
(у) вес#Лапб=+/2. (Р. U. Pre 62) 
(vi) 2sin + 3c0s@=0 (618) 
(ш) 1—2sinz—cosz=0 (644) 
z a TRA tang-+//3=0 s: 
Bo न (९. U. 425, Pre 62; Bhag. 
Sin30 
22, ©080—5їпӨ==соз« — sin< 
23. COS Sinz=cos2z-Lsin2z (B. U. 659) 
24. COs3z.cos5z=cos7z.cos9xr 
25. tanz.fande=1 (57S; R. U. 664) 
[संकेत : दिये गये समीकरण से, 


tanz=1/tan4z = cotdx=tan (90°—4) 
qT =tan(270°— 42) 
°° #=909°—4x या 270°-_ 42 
м ЯТ 52—90° था 270° > 2.189 या 54° 
‚ tan (7/44-0)--tan (7/4— 
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-27. 50080 +2sin0 =2, जव tan68°12'= 2} (В.О. 67А) 


: 28. 


[संकेत : दोनों पक्षों Vuna V29 द्वारा विभाजित 
करने पर हम पाते हैं कि 


S E END 
17299080 30و2‎ = कदर ...)1( 
किन्तु tan68°12”=5/2, इसलिए 
58°22 ет ककी 
cos68°12 = भोर sin68°12 = 5 
अतः (1) द्वारा हम पाते हैं कि $।॥(68°12'-- 6) = ०568°12' 


=sin21°48" 
68°12'+9=2nT+21°48" या 2॥7--(०-21748/) 
अर्थात्‌ 0=2॥7-46°24' या 2тт-+-т]2. 
यदि tan(cotz)=cot(tanz) तो सिद्ध कीजिये कि 1 


4 
Лс — .U. ; B.U. 66А 
sin2z= ул туу (R.U. 66А; В ) 


>साधन कीजिये :— 


29, 


:30. 
31. 


:32. 


<35. 


sing+-sin20+-sin30=0 (P.U. 44S) 
cos30sin30 +sin30.cos80=0 (P.U. Pre 60) 


sinz+-sin2z--sin3z=cosz+cos2z--cos3z 
(P. U. Pre 60) 
tanz+tan2s +tan3s = tanz.tan2z.tan3z 


(Bhag. Pre 63A) 
tanz--tan2z+tan3z=0 (B.U. Pre 64A; Bhag. 66) 
यदि sinA=sinB भौर cosA=cosB तो सिद्ध कीजिये कि या तो 
А और В बराबर है या इनका अन्तर 27 का अपवत्यं (multiple) 
है। (В. U. 65А) 
यदि са हो तो दिखलाइए कि a sin0-Fb ०086 5८० 
के साधन ४7--(--1)"8-< के रूप में लिखें जा सकते हैं जहाँ पर 


b as AD Se 
tanx = Ta और sinB= Nab 
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[मान लिया а= cos4, b=r sin< 
Vai b 
SO r= а24-5°, tanx = >” 


аа: समीकरण का रूप निम्नलिखित होगा-- 


ri... 


с 
sin(0 +<) = जन्या इत्यादि इत्यादि] 


86. यदि sin aû +cos 0=0 तो साबित करें कि 6 के वे मान जो इस 
समीकरण को सन्तुष्ट करते हैं, दो वसी श्र णी बनाते हैं जिसमें किन्ही 
दो लगातार पदों का अन्तर समान रहता है | (Bhag. 65S)» 
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ANSWERS 
ЕХАМРГЕ 1 F 
1. चतुर्थं पाद, द्वितीय पाद, चतुर्थ पाद, द्वितीय पाद, प्रथम पाद 
8. 1053° 4. 786° 5. — 780°, 420°, —60°, 300°, 660°, 
EXAMPLE 2 


т т Tm Sr т 1 1 
12 96,20,12, 8,15, 2 2. 168, 335, 70, 


83-३- , 25, 45, 


1 1 
4, es he 
100, 13 का + 11 ल 


5. 135°, 108°40'46:2”' 


31 3. 90°, 12°, 10°, 9°, 6°, 5° 


Ds 
10, 63 - 59+ 
6. 90°, 2,100 7.57 8. 0) 5° ७) (i 
9, 207 10. 37/8 11. 7/5, 37/10 12. (i) 50°, 60°, 70° इत्यादि 
Gi) 50°, 55°, 75° इत्यादि GH) Z L 13. 7/2 


14. (i) ग2 Gi) 65° (iii) 7 15. G) 37 GD 13 


(iil) 24°, 60°, 96° 16. (i) 108° (ii) ы 17. 135° 18. 1:35 19. '5 


20. 9 21. 6 23. (i) (1-5) (ii) 72°, 45° 


L (i) 36°. 45° (ji) 6°, 9० 25, 3510 392°. 
24. (1) 36°, 45° (ii) 6°, 9°. . ?2710 ° 1 


26. 30", 540 27. 50°, 40°, 90° 28. 40°, 90°, 50? 
29. 90°, 45° 45° 30. 72°, 63°, 45° 
31. उनकी भुजाये क्रमशः 6 और 8 हैं। 


32, 24°, 6.०, 96° 88. 30°, 60°, 90° 
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EKAMPLE 3 


210 
1. 2 रेडियन 2. 425—3. 5 गज 4. 2499 फोट 5. 55:5 फीट 


6. 170:65 गज, 6931 मील 7. G) ; Ҹат Gi) ३ रेडियन 
(і) 30 रेडियन 8. 3:3'” 9. 2-19 फीट 10. 1890 फोट 11. 15-3 गज 


12, (D үе (ii) 10384 मील (iii) 4601-46 मील, 


1621-4 मील; 78 13. (i) 1-15 मील, 69-14 मील (ii) 3958-18 मील 
14. (i) 430128 मील (ii) 30:9” 15. (i) 237634 मोल 
16. 11063 मील 17, 384:1 18. 4:3 और 3/4 रेडियत 


49. 3/4रेडियन 20. 112°30' 21. 2:1 
22 5 25 1:36 
EXAMPLE 4 
4. G) 13 (H) 5 (iii) 2 Gv) v3 (у) 25. 3. 0) प्रथम पाद 
(ii) चतुर्थ पाद (iii) चतुथं पाद (iv) द्वितीय पाद 4. cosg=—12/13 
tang=5/12 इत्यादि 5. 17/31 6. (i) sin0=14]|5, tang = —4B 
इत्यादि (ii) sing=—5/13, ००७७= —12[13 इत्यादि 
(ii) sing=//3/2, tang=y3 इत्यादि । 
EKAMPLE 7 
37. 6) zaha (ii) ४१3४१--2४ 
(it) (bo, —b,0)" (ca, —ac,)= (ab, —a,b)? 
(iv) (cc, —aa,)?—(ba,—cb,) (ab, Бо) 
ЕХАМРГЕ 8 


5. @ 080=१/15/4, ।210=-_=__इत्यादि 6 singe 2V9P! 


tang=2V6 इत्यादि 7. 4/32 1/3 8. 1//2, 1 9. ४३४ 12, 
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10. 5/13, 125 11. (i) 535 A (ii) n : ш 
12. > 18. уз, Уз 
14. फक == 15. 5 फ़ 
16. ७) (9 - 9 ७ JO 
475 2८ 2ab 18, aD a+b? ath 


आप? 4—01 Jab ' ०१-8४? 2ab 


7 =: 8०० 202—9 . 2: 
90. = 21. (i) му? 22. TT 4. 4/5 25. 1] 
26. 26 27. 244/398. (j) + @ +129. |222. 


65 —b 
32. жу? 38. =, ॐ NP: 35. 3/4 86. 17/24. 
4/2 2 
५७. 81740 YA аа ат 
87. ту» ङ ब्रा? 997 2ab = i( 3 т) 
до. У51 48. узјр 44. -1/2 47. ० Ца 48. УЗ 
49. 1 54. (ü —4/5 (Gi) 0, v3 (й) 1V3 (iv) v3 
(у) 13 (४) 13 (vii) 1. 
EKAMPLE 9 


2. 0) 3 (i) 2+1|/3 Gü) 0 (iv) 0 (v) 0 (vi) 0 (vi) 22 
00536 


(viii) 3 (ix) 14 (x) 1 12. 30° 13. 18° 14. 9° 15. 73° 16.:8 षत 


17, ६८०१७ 18. cot“ 19. cot 23.2 26. 4\/3'', 2”. 
EKAMPLE 10 
1. (i) /3—1 (ii) (1+v6)/2v3 (iii) v3 (iv) 1 (v) v3 
(vi) 3 (vii) 6 (viii) 1/3 (ix) 1 (x) 0 (xi) (१/2--1) (४३+४2) 
(xii) 1 (xiii) 23 (xiv) 0 2. (i) 1 (ü) 1 (iii)—2tang (iv) 1 
(у) cote (vi) - 8 (vii) —sing 5. (i) —1/42 (ii) –У3 
(iii) —уз[2 (iv) ४2 (у) 1 (vi) =2 (vii) 1/2 (viii) =F 


CC-0.Panini Kanya Maha Vidyalaya Collection. 


318 Digitized by AryNfgRaSChGGIiTrttereraedreGangotri 

6. (i) 45°, 225° (ii) 602, 120°, 240°, 300° (iii) 30°, 90°, 150°, 
270° (iv) 0°, 60°, 180°, 300° (v) 45°,135°,225°,315°(vi) 30° 1509, 
210°, 330° (vii) 30°, 150° (viii) 30°, 90°, 150° (ix) 60°, 300° (х) 0°, 
60°, 300°, 360° (xi) 30°, 150°. (xii) 60°, 300° (xiii) 30°, 150° 
Ҳхіу) 60°, 300° (ху) 30°, 150° (xvi) 60°, 180°, 300° (xvii) 30°, 
150°, 270° (xviii) 60° (xix) 60°, 300° (xx) 30°, 150° 
xxi) 0°, 120°, 240°, 3602 (xxii) 90° (xxiii) 90, 270° 
(о) 225°, 315° (хху) 60° (xxvi) 45°, 225° (xxvii) 45°, 135°, 
2259, 315° (xxviii) 30°, 150°, 210°, 330° (xxix) 30°, 60°, 300°, 
330° (ххх) 30°, 150° 7. G) +1 Gi) 1/2 

8. (i) 0 (ii) 0 (iii) 1 (iv) 2. 


EKAMPLE 11 


33. 6) —36 16 
णि 35: 8 000 2 Е 


CEE) त्रा au 


14. (ii) а (iv) 45° (vi) 2/5 

16. ( 45° (ii) 135° (iii) 105° (iv) 30° (v) 60° 
17. G) 4567030” ат 1120300; B=157°30' ат 22030 
| Gi) A=22°30' या 157°30'; B—22030' या 157%0' 
31. a0322 32. (a—b)tanx=ab 


= ае °] 
ЕЧ 


ЕХАМРГЕ 13 


š ү 24 7 
جو ,چ )0 ا‎ G) 31. (i) а 
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EXAMPLE 14 
«+В . /<-+B 
соз ) k si (<Ë 
-2 2 
4 == न) ल्लः 
cos कर) 
28, М2—у2+ /2+ 2 
EXAMPLE 16 (A) 


4. () 5:12:13 (i) 3:4:5 5. () 30°, 90" 24/2 (ii) 


105°, 15°, 4/6 (iii) 75°, 30°, 24/6 6. (i) а=2(4/3-4-1), С=75° 
Э) e=/2, C=105° 7. (i) 60° (ii) А=45°, B=30°, C=105° 


(iii) A=60°, B=45°, C=75° (iv) 75° (у)а=3\/3, С=90°, 
А=60° 8. (i) C=90° (i) C=90° (iii) 120° Gv) C=120° 
(у) А=120° 9. A=30° 11. (i) b=8, c=1 (ii) a=7, b=5, с=8 
12. G) 216 Gi) 270 (iii) 630 (iv) 1470 (v) 12 (vi) 6243 


73,417, 45 14. 3/5, 45, 1 15. 512 


ЕХАМРГЕ 17 
1. 57४ फीट 2. 23:09 फीट 3. 1119:6 फीट 4. 30? 5. 31:98 फीट 


6. 50 (3—\/3) फीट 7. 80 (/3—1) फीट 8. 45° 9. (i) 25/3 फीट 
(i) 379-79 फीट 10. 50(3--4/3) फीट 11. 100(/3+1) फीट 
12. 236:6 फीट 13. 40/3 फीट 14. G) 125(/3+1) फीट 
(ii) 125 (34/3) फीट 15. 3-43) मील 16. 2887 फीट 
17. 1:366 मील 18. G) 30/3 फीट (№) 20 (५3+) क्रीट 
(19) 20(3--4/3) मीटर 19. 136:5 फीट, 236:6 फीट 20. 87-8 गज 
21. 2005/3 फीट 22. 204/3 फीट, 20 फीट 23. 125-5 फीट, 40/3 फीट 
24. 20(3--4/3) फीट, 20(4/3--1) फीट 25. 1000 फीट, 577-3 फीट 
26. 133} फीट, 115-4 फीट 27. 166% फीट 28. 60 फीट 29. 100 फीट 


(3—1) फीट 30. G) 11-536 फोट (i) 48 फोट, 124/3 फीट 


(ш) दोनों= > (3+3) फीट (iv) slq1=15(3--//3) फीट 
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82. 60/3 फीट 33. 304/3 फीट, 40/3 फीट 34. 75 फीट 
35. 5004/6 गज 37. 100 फीट 88. 1'366 मील 39. 404/3 गज 
41, 732 फीट 42. 106-7 फीट 43. 42:2 फीट 44. 30°, 10/3 फीट 
45. 72 फीट 46. 604/5 फीट 47. (1) 804/3 फीट 48. 48:2 फीट 
49. Ьїап« cot 8 50. 25/3 फीट, दूरी=25 फीट 51. 30/2 फीट; 
60/2 फीट 52. 15/3; 15(3+\/3); 15 और 15 (V3+1) फीट 
53. 1072 फीट 54. 58:56 फीट फी सेकन्ड 55. 5°25 मील फी घन्टा 
56. 20/6 फीट 57. 504/6 फीट 
EXAMPLE 18 


4. 0°, 60°, 180°, 300°, 360° 2. 0°, 36°, 180°, 324°, 360° 
з.” 90°, 180° 4. (i) 105°, 345° (ii) 0°, 45° 5. 0°, 120°, 
360° 6. 0°, 60° 7. 75°, 345° 8. 60° 9. 60°, 90°, 120°, 270° 
10. 0°, 180° 11. 60°, 180° 12. 0°, 120°, 180°, 240°, 360° 
13. 90°, 330° 14. 75°, 165° 15. 30° या 150° 16. 30°, 45°, 
135°, 150° 17. 45°, 135°, 225°, 315° 18. 60°, 120°, 240°, 300° 
19. (i) 45°, 135°, 225°, 315° (ii) 180° (iii) 45°, 225° (iv) 45°, 
135° (у) 459, 135° (vi) 120°, 240° (vii) 0°, 120°, 240°, 360° 
(viii) 45°, 60°, 225°, 240° 20. 45°, 135°, 225°, 315° 21. 0°, 15 
75°, 180°, 360° 22. <, 270°, 360° 23. 0°, 30°, 150°, 180°, 
360° 24. 0°, 15°, 30°, 45°, 90०25. 18°, 54°, 26. 30°, 150° 
29. 0°, 90°, 120°, 180°, 240° 30. 0°, 45°, 90° 
31. 223°, 120°, 1225", 240° 32. 0°, 30°, 60°... 

33. 60°, 120° 
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1. (a) रेखागणित द्वारा सिद्ध करें कि (аА = पळ 
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SECONDARY QUESTIONS 
1971(A) Elementary Mathematice 
1. किसी त्रिभुज के कोण 5: 6:7 के अनुपात में हैं। प्रत्येक कोण 
डिग्री में निकालें । 3 दै WI 
अथवा, यदि pcos0= VA - р? sin तो सिद्ध करें कि 
qsing=p 


2, सिद्ध करे कि 


tanA cotA 
1- cot Ati YN 1--secA.cosecA [ 


अथवा, हल कर 651п20—111п0--4=0 


3. ज्यामिति द्वारा मान ज्ञात करें tan(180°— A)= - tanA 


अथवा, सांख्यिक मान निकाल — z 
sin?135°-}cos?120° — sin120°--tan150° 
1971 (А) Advanced Mathematics 
2tanA 


(b) यदि cos9-Fcosp—3 भौर зїпө-Евїпф =} 
तो सिद्ध करें कि ८७25 0 =+ 


«чат, | 8 
(a) यदि sec(8-++<)+sec(#— «)=2гесф हो तो सिद्ध करें कि 
cosp= 20055 
(b) हल करें :—2sintA--4cossA— 3-0 
2, किसी त्रिभुज ABC में, सिद्ध करें कि-- 
(а) ०७--०१--४१- Zab ००४७ 5 Š 
(b) यदि 3a=b-+e तो सिद्ध T fn сої *0०६- ००2 


अथवा, सिद्ध करें कि किसी त्रिभुज ABC में 
08९१-1-6१- а? 

(a) A= dcotA 

(®) ०0525 cos2B 1 1 


3. जमीन पर लम्बरूप से खड़ा एक खम्भा चिह्न के द्वारा 1:9 के अनुपात 
में afer गया है। सम्भे के आधार से 15 फीट की दूरी पर किसी 
स्थान पर ये दोनों हिस्से बराबर कोण बनाते हैं; यदि नीचे का हिस्सा 
ऊपर वाले हिस्से से छोटा हो, तो सम्भे की ऊँचाई निकाले | 
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1971 1971 (S) Elementary Ма! Elementary Mathematics 
अ. सिद्धकरें कि 8८ = यदि 1 किसी वृत्त के चाप की. लम्बाई है जिसकी 
विज्या है और 0, चाप से वृत्त के केन्द्र पर बने हुए कोण की रेडियन 


माप है। 
अथवा, यदि зША = JT tanA और ѕесА का मान ज्ञात कर | 


> ¢. COSA 00855 _ 
2. सिद्ध करे कित реА 28% ैै- 


अथवा हल करें :—6sin30+cos0 = 5. 
3. रेखागणित से सिद्ध कर :—sin(90°— A)=cosA. 
अथवा sin120°--cos1l50°+tan2120° +tan3135° +cos180° 
का मूल्य निकालें 1 
1971 (S)Advanced Mathematics | 


1. (а) ज्यामिति द्वारा सिद्ध करें कि 
sin(A—B)—sinA.cosB - cosA.sinB | 


(७) सिद्ध =Z—cos20°cos40°cos60°cos80° = == 
अथवा (a) ज्यामिति द्वारा सिद्ध #=Z—cos2A=1 - 2sin?A 
b) त्रिभुज ABC sin(B—C) b- 
(8) Fg में सिद्ध करें कि ВС) = и 
2. त्रिभुज ABC में सिद्ध करें कि 


f 
५५ SIDA i 
0) a4 sinB _sinC B-C_b=0otA|2 | 


E o 
अथवा, किसी त्रिभुज ABC में faz करें कि 


( i V (e= D(a= c) जहाँ 2s=a+b+6 | 
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y: एक झंडे का खंभा और лр 
से 120 फीट दूर एक बिन्दु पर 


| У डे के खंभे की ऊंचाई निकाल] “« 
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